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1. Die MAXWELL-Gleichungen

Die Behandlung der klassischen Elektrodynamik soll hier deduktiv erfolgen; d.h. als Grundlage
dienen die 4 MAXWELLschen Gleichungen, die die gesamte Elektrodynamik beinhalten. Absicht
der Vorlesung ist es, Folgerungen aus diesen 4 Gleichungen zu ziehen.

Die 4 MAXWELL-Gleichungen bilden ein System von 4 partiellen Differentialgleichungen 1. Ord-
nung. Sie lauten

divE = 47, (1)
rot E = —19,H, (2)
divH =0, (3)
rot H=10,E + “Zj. (4)

Dabei ist o(z,y, z,t) die Ladungsdichte, E(z,y, z,t) die elektrische und H(z,y, z,t) die magnetis-
che Feldstarke. Die elektrische Stromdichte wird mit j(z,y, z,t) bezeichnet; c steht fiir die Licht-
geschwindigkeit.

An dieser Stelle noch Erlduterndes zu den Differentialoperatoren. Es sind div und rot Oper-
atoren auf Vektorfeldern. Der Operator div ist skalarwertig, rot vektorwertig. Sei A(z,y,z,t) =
(A1,As, A3) ein (differenzierbares) Vektorfeld. Dann gilt unter Beachtung der EINSTEINschen
Summenkonvention (Summation {iber doppelt auftretende Indizes)

divA = B,Al

)
(I“Ot A)l = Si]’kajAk, ( )

wobei 0; = % gelten soll. Das Symbol €;;;, ist definiert durch totale Antisymmetrie bzgl. Ver-

tauschung der Indizes sowie durch die Normierung €123 := +1. Insgesamt also

—1 falls (ijk) ungerade Permutation von (123) und (6)

{ +1 falls (ijk) gerade Permutation von (123),
Eijk 1=
0 falls mind. zwei Indizes ibereinstimmen.

2. Elektrostatik

Mit Flektrostatik bezeichnet man den Spezialfall der Elektrodynamik, bei dem alle Felder zeitun-
abhingig sind, und dartiberhinaus die Felder H und j identisch verschwinden.

Die Gleichungen 1(3) und 1(4) fallen also weg und die rechte Seite von 1(2) wird 0. Dann
haben wir die Gleichungen der Elektrostatik:

divE = 47, (1)
rot E = 0. (2)

Wegen (2) ist nach den Satz von STOKES

7{ Eds:/rotEdFZO,
oS S

die Wegintegrale [ E ds sind also wegunabhéngig. Dies bedeutet, daf zu E eine Stammfunktion ¢
existiert. Wir setzen also

(z,y,2)
o(x,y,2) == — / E ds + const
(0,0,0)

und nennen die skalare Ortsfunktion ¢(z,y,2) das elektrostatische Potential. Damit gilt
E = —gradp. (3)
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Zusammenfassend bedeutet das folgenden Sachverhalt: Jedes aus beliebigem stetig differen-
zierbarem o (z,y, z) mittels E = — grad ¢ gewonnene E ist Losung von (2), denn es ist rot grad = 0.
Weiterhin existiert zu jedem E, das Losung von (2) ist, ein ¢, sodall E = — grad ¢. Denn dann ist
E wirbelfrei und damit sind die Wegintegrale [ E ds wegunabhiingig.

Setzt man obige Losung (3) von (2) in (1), so erhélt man div grad ¢ = —4mp, oder mit dem
LAPLACE-Operator /A (A = divgrad) die sog. POIssoN-Gleichung

AQO = _471-97 (4)

mit deren Losung sich die Elektrostatik hauptsichlich beschiftigt. Im Vakuum, wo g identisch
verschwindet, wird aus (4) die LAPLACE-Gleichung

Ay =0.

Es sei betont, dafl diese Gleichung unendlich viele Lésungen hat — man nennt sie harmonische
Funktionen oder Potentialfunktionen. Folglich ist die Losung der P01ssoN-Gleichung bei weitem
nicht eindeutig; vielmehr kénnen wir bei fest vorgegebener Ladungsverteilung beliebig viele ver-
schiedene Felder E = — grad ¢ angeben. Man mufl — um genau eine Losung zu erhalten — noch
Randbedingungen fordern; ein Beispiel wére das Verschwinden des Potentials im Unendlichen.
Diese Problematik soll im Kapitel iiber Randwertprobleme diskutiert werden.

Wir wollen nun die P0O1ssoN-Gleichung l6sen. Dazu definieren wir zunéchst die GREENsche
Funktion G(x) des A-Operators durch

A, G(x —x") = —4nd(x — x'). (5)

Dabei bedeutet d(x) die DIRACsche d-Funktion im dreidimensionalen mit 6(x) = §(z)d(y)d(z). Hat
man die GREENsche Funktion, so kann die Losung von (4) fiir eine beliebige Ladungsverteilung
durch Integration gewonnen werden, denn sei ¢(x) eine beliebige, gegebene Ladungsverteilung.
Dann 16st

o0 = [ olx)Glx = x)av” ©

die Po1ssoN-Gleichung. Dies wollen wir nun beweisen. Es ist A, G(x —x') = —4wd(x —x'), nach
Multiplikation mit ¢(x’) und Integration iiber dV’ haben wir also [ps A, o(x')G(x —x')dV' =
—47 [pa 0(x")0(x — x")dV' = —4mo(x). Zieht man nun den LAPLACE-Operator vor das Integral,
so sieht man die Behauptung.

Damit unser Satz aber iiberhaupt brauchbar wird, mufl die GREENsche Funktion G(x) bekannt
sein. Wir substituieren x — x' — x, dann lautet unsere Aufgabe,

AG(x) = —4nd(x) (7)

zu 16sen. Dies wollen wir auf zwei verschiedenen Wegen tun.

Mit dem CouromB-Potential vor Augen machen wir den Ansatz

1 1
Sei nun r := |x| # 0. Dann ist 92(1/|x|) = 0,(—z/r?) = (3z? — r?)/r>, insgesamt also

- 322 + 3y + 322 — 3r?

— =0.
x| ro

Somit erfiillt unser Ansatz die Gleichung (7) fiir alle r # 0. AufBerdem soll fiir die d-Funktion
[ 6(x)dV =1 gelten, zu iiberpriifen bleibt also die Gleichung [ AG(x)dV = —4r.

Sei also K die Kugel um (0, 0,0) mit dem Radius R. Dann haben wir unter Berticksichtigung
von dF = ndF die Gleichungskette [, A Ldv = Jx,, divgrad Ldv = Jox,, grad 1 dF = () und
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weiter (x) =[5 grad LX dF = — Joxy, 757 AF = -3 Jory, AF = — x4 R? = —4w, womit alles
gezeigt 1st
Eine allgemeinere Moglichkeit zur Gewinnung GREENscher Funktionen von Differentialgle-

ichungen — wir werden sie noch 6fters benutzen — ist die Methode der FOURIER-Transformation
(FT). Mit

0(x) = (271r)3 /eikx APk und G(x) = W/eik"é(k) >k,

wobei G/(k) die FOURIER-Transformierte von G(x) ist, wird (7) zu

1 e 4 .
N e /e“‘"G(k) Ph=-5 ”)3 /e“‘x &k,
™ ™

1 Lo 1 .
— [ Ae™*GK) P+ — [ e**dPEk=0
(2 )3/2 272

vy T

/(—k2é(k) + \/g)e“‘x d®k = 0.

Die Funktion —k2G (k) 4+ /2/7 ist Null, da sie FOURIER-Transformierte der Null ist. Damit haben
wir

also

oder

G =1/ 25 )

Diese Gleichung ist dquivalent zur Gleichung (7), es ist die in den k-Raum transformierte Gle-
ichung (7). Durch die FT wurde also erreicht, dafl aus einer Differentialgleichung eine algebraische
Gleichung, die wir leicht 16sen kénnen, geworden ist. Riicktransformation liefert nun G(x). Es ist

G(x) = W / ™G (k) d*k

\/72m/ﬂ / ""‘

1 6zkx 3

Auf solche Integrale sto8t man oft bei dieser Methode. Zu deren Lisung lohnt es sich, den folgenden
Trick zu merken: Bei festem x wahlt man ein kartesisches Koordinatensystem so, dafl dessen z-
Achse mit x zusammenfallt. In diesem Koordinatensystem verschwinden also die x- und die y-
Komponente von x, was bei der Auswertung des Integrals erhebliche Erleichterung bedeutet. Das
Skalarprodukt kx wird zu |k| |x|cos(§ — ) = r |x|sin, der Betrag der JACOBI-Determinante der
Transformation ist 72 cos. Wir erhalten also

ikx
Glx) = —— /e &k

272

/2 27 z|x|rsm19
= / / / ————r?cos¥dpdddr
271-2 71./2
= —/ / cos 9e!XImsin? gy g
™ Jo —m/2
= - 1 /oo rt I:ei\x\rsin'ﬂ] /2 dr
im|x| Jo /2
1 oo Lilx|r _ —i|x]|r
_ / e e dr
i |x|
2 sin( |x|
= d(]x|r)
IXI/ |x|r
sin &
= — — d¢.
7r|x|/0 3




Da das rechts stehende uneigentliche Integral den Wert 7 /2 hat (es handelt sich um den Integralsi-
nus), wird

Insgesamt erhdlt man mit (6) also eine spezielle Losung der P01ssoN-Gleichung zu

o0 = [ 2L av )

|x —

Diese spezielle Losung besitzt folgende Eigenschaft: Ist die ganze felderzeugende Ladung in-
nerhalb einer Kugel mit endlichem Radius R, d.h. gilt o(x') =0 V|x'| > R, so ist ¢(x) = Q/ |x]
fiir alle x mit |x| > R und wegen @/ |x| — 0 fiir |x| — oo verschwindet ¢ im Unendlichen, was
durch folgende Betrachtung klar wird: Es ist |x — x| = |x] |1 - xx’/x2| = |x| /(1 —xx'/x2)% =
x| /1 —2xx'/x% +x"2/x? = |x] fiir [x| > |x'|, damit ist also p(x) ~ @Q/x. Dies ist der ange-
sprochene Randwert.

Als Beispiel fiir die Benutzung von (9) wollen wir den Spezialfall

o(x) = e(|x]) = o(r), (10)

eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung betrachten. (In der “Praxis” wird man hierfiir natiirlich
nicht den im folgenden vorgestellten Losungsweg wahlen; vielmehr wird man direkt von Gleichung
(1) ausgehen und unter Berticksichtigung der Symmetrien des Systemes sehr schnell zu einer Losung
gelangen.)

Wegen (9) haben wir also ¢(x) = [(o(|x[)/ |x — x'|) d*z' zu berechnen. Dazu wihlen wir bei
fest gewdhltem x ein kartesisches Koordinatensystem, sodafl z1 = 2 = 0 und 3 = |x|. Dann wird

’ 2

, 0 T —r' cos ¥ cos ¢’ ,
Ix —x'|" = 0o |-1[yv = || —r'cosd¥ sin¢’ =7 47" —2rr' cos(n/2 — ),
|x| 2! r—r'siny’

also

dy’ d' dr'

/oo w/2  p2m Q(T’)T’Q cos '
o JoxizJo  r2 4% — 20 sing’

= 27r/ g(r')r'2
0

2 oo
== [ el (=) = ()
0

5 - w/2
\/7“2 + r'? — 2rr! sin ¥
rr!

dr'

—m/2

w/2
denn [\/r2 + 7% — 2rp! sinﬂ’] =Vr2 12 =2 /12 + 1'% 4 2rp! = Vi =r)2—/(r+r)2=

/2
|r—r'| — (r + 7). Ist ¥ < r, soist |[r—r'| — (r+7") = =2r', im Falle v > r haben wir
|r—r'| = (r+7r")=—( —7")— (r+r') = —2r, insgesamt ist also

p(r) = e <_2 /0" o(r')r'* dr' — 2r /TOO ' o(r') dr’)

r
:r’l/ 47rr’2g(r’)dr’+47r/ ' o(r') dr'.
0 r

Denken wir uns eine Kugel mit Radius » um den Ursprung unseres Koordinatensystems, so ist
die Gesamtladung innerhalb dieser Kugel genau gleich dem Integral im ersten Summanden. Wir
wollen dafiir @), schreiben und uns vor Augen halten, dafl ), eine Funktion von r ist. Damit haben

wir
Q@

o(r) = — + 4 /OO r'o(r')dr'. (11)
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Zur Verdeutlichung soll eine Kugel K mit Radius R und o(x) = 0 Vx ¢ Kpg betrachtet
werden. Dann ist Q, = Qr = const, falls r > R. In diesem Falle verschwindet das Integral im
2. Summanden und es ergibt sich

plr) = <1, (r > R)

In E(r) kommt das Integral in (11) auch im Falle r < R nicht mehr vor. Es gilt

0 0 0
BE) = - o) = - 2000 _ Lo
1 10

Aus Q, = 47 [ o(r")r'"* dr' folgt £-Q, = 471 o(r) und schlieBlich
r
E() = Q. (12

Zur Nlustration soll folgendes Beispiel dienen: Gegeben sei eine homogen geladene Kugel Kg,
d.h. es sei

Q(X) — { 0o = Q/(%ﬂ'R%, falls x € Kg;
0 sonst.

Dann erhalten wir

B| (r) = | ~(4/3mo0r? [r* = (Q/R*)r falls x € Kn;
T QP =Q)r, sonst.

Vom Ursprung aus wiichst die Feldstéirke also von 0 linear auf den Wert )/ R? auf dem Rand der
Kugel. Von dort fillt sie oc 7~2 auf 0 im Unendlichen ab.

3. Randwertproblem zur PoissON-Gleichung

Wie wir im letzen Kapitel gesehen haben, versetzt uns Gleichung 2(9) in die Lage, bei gegebener
Ladungsverteilung das elektrostatische Potential und damit das elektrische Feld zu berechnen.
Einerseits aber ist die Losung von divE = 4mp; rot E = 0 nicht eindeutig bestimmt, was jedoch
sein muf, da E eine physikalisch melbare Grofle ist. Andererseits wird uns die Wirklichkeit oft
vor eine Aufgabe stellen, die mit 2(9) nicht ldsbar ist: Man denke sich eine Blechdose, darin
eine Punktladung ¢. AuBlerhalb seien keine Ladungen. Offensichtlich ist das 1/r-Potential keine
Losung, denn die Dose erzwingt durch ihre leitende Oberfliche auf ihr iiberall gleiches Potential.
Dies geschieht durch sog. Influenz. Diese Betrachtungen fiihren auf den in diesem Kapitel zu
behandelnden Themenkomplex.

Der Gegenstand unserer I"Jberlegung sind also die Losungen der PoissoN-Gleichung

A p(x) = —4mo(x). (1)

Wir fragen uns, ob die Losung dieser Gleichung eindeutig bestimmt ist, und, falls nicht, wollen wir
untersuchen, was fiir Randbedingungen nétig sind, diese Eindeutigkeit zu garantieren.

Seien 1, p2 Losungen von (1). Dann gilt

1
Alpr —@2) = B — Mgy D0,
was nach Einfiihrung von ¢ = ¢; — @2 zur LAPLACE-Gleichung
A =0 (2)
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wird. Offenbar ist die Losung von (1) eindeutig, falls ¢ = 0, d.h. ¢; = @9 gilt. Wir haben also
folgende Aussage: Ist p(x) eine Losung von (1) und ¢(x) eine beliebige Lésung der LAPLACE-
Gleichung (2), so ist auch p(x) + 1 (x) eine Losung der Po1ssON-Gleichung (1).

Einen ahnlichen Fall haben wir bei der Losung von E = — grad ¢, falls E(x) fest vorgegeben
ist. Ist dann ndmlich ¢q eine Losung dieser Gleichung, so auch ¢ + const. Die Transformation
@ +—  + const 148t also die Gleichung E = — grad ¢ invariant. Hier stellt sich jedoch nicht das
obige Problem mit der benétigten Eindeutigkeit, denn ein absolutes Potential ist nicht mefbar,
sondern nur Differenzen davon.

Wir erinnern zunéchst an die 2 GREENschen Formeln. Seien ®, ¥ skalare Felder, dann lautet
die 1. GREENSsche Formel

04
/(@A\IJ-I-grad(Pgrad\Il)dV: (1)8
1%

~—dF, 3
o on (3)

wobei % := ngrad ¥ die Ableitung von ¥ nach der duferen Normalen ist. Man erhélt dieses

Theorem leicht aus dem GAUSsschen Integralsatz, wenn man diesen auf das Vektorfeld ® grad ¥
anwendet. Vertauscht man in (3) ® und ¥ und subtrahiert die entstehende Identitdt von (3), so
erhilt man die 2. GREENsche Formel

or  _0d
/V(ch\If—\IfAcb) dv_/av (@a—n—\pa—n> dF. (4)

Mit diesen Sdtzen konnen wir unser Problem mit den Randbedingungen in den Griff bekom-
men. Wir benutzen (3), setzen ® = ¥ sowie ¥ = 1) = p; — @2 und erhalten

/(¢A¢ + (grade)?) d’z 2/ Ym grad ) dF.
ov

Benutzen wir die LAPLACE-Gleichung (2), so haben wir

/(grad¢)2 d3m:/ ymgrady dF. (5)
14 1%

Verschwindet das Oberflichenintegral in (5), so folgt daraus gradiy = 0 — da V beliebig ist —
was wiederum v = const bedeutet. Damit ist aber ¢ = 2 + const; die Lésung von (1) wire also
bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Um das Oberflachenintegral verschwinden zu lassen,
gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder durch ¢ = 0 oder mit ngrady = 0, jeweils auf oV.

Als Randbedingung an die Losung p(x) von (1) geben wir nun ¢ |sy vor, was die Randbe-
dingung ¢ |y = 0 an die Losung ¢ (x) von (2) impliziert. Damit verschwindet die rechte Seite von
(5), d.h. es folgt [}, (grad¢)? d*z = 0. Somit ist notwendig grad¢ = 0 und also 1) = const auf V.
Ist zusétzlich 1) stetig auf AV, haben wir ¢ = 0 auf V, also ¢ = py auf V.

Zusammenfassend 1483t sich folgendes sagen: Ist (1) zu lésen, und als Randbedingung o(x)
auf 9V fest vorgegeben, so haben wir in V eine eindeutige Losung. Ein auf einer Hiille 9V fest
vorgegebenes ¢ nennt man eine DIRICHLETsche Randbedingung.

Eine NEUMANNsche Randbedingung ist die Vorgabe von 9o = ngrad ¢ auf V. Damit wird

on —
dann%:i(gol—cpg):%—%:0auf6V.

on n

Wieder verschwindet die rechte Seite von (5), wir verwenden denselben Schlufl wie oben. Damit
kommen wir zu folgender Aussage: Ist (1) zu l6sen und g—ﬁ = ngrad ¢ auf 9V fest vorgegeben, so
ist die Lésung in V' bis auf eine additive Konstante eindeutig.

Sei nun 9V zerlegt in (8V); und (0V )2, d.h. 8V = (V); U (V)2 sowie (0V)1 N (OV)s =
Weiter existiere auf (0V'); eine Randbedingung von Typ DIRICHLET sowie auf (0V); eine solche
vom Typ NEUMANN. Auch in diesem Falle ist offenbar die rechte Seite von (5) identisch 0, also
haben wir auch hier eine eindeutige Losung.

Jetzt wollen wir versuchen Randbedingungen durch Festlegung von ¢ |oy und 3%90 lov
vorzugeben. Man nennt dies eine CAUCHY sche Randbedingung. Daf} dies eine Uberbestimmung des

6



Problems bedeutet — und damit auf eine Inkonsistenz fithrt — sieht man leicht, da die Vorgabe
von ¢ |py die Funktion ¢ eindeutig bestimmt. Aus dieser 148t sich wiederum %cp |sv berechnen,
was im allgemeinen aber nicht mit der 2. Vorgabe iibereinstimmen wird.

Im vorigen Kapitel haben wir eine Eigenschaft der GREENschen Funktion festgestellt: Sie
erfiillt die Randbedingung ¢ |gx,— 0 fiir R — co. (Wir wollen fiir diesen Typ von Randbedingung
auch die Bezeichnungen ¢ |sx_= 0 und p(c0) = 0 benutzen.) Es stellt sich also die Frage, ob
wir GREENsche Funktionen Gp und Gn finden kénnen, die es uns gestatten, Potentialfunktionen
zu berechnen, die nicht — wie im Falle das letzten Kapitels — automatisch die Randbedingung
p(00) = 0 erfiillen, sondern einer beliebigen, jedoch fest vorgegebenen DIRICHLET- bzw. NEUMANN-
Randbedingung Geniige leisten.

Dazu ist nochmal zu betonen, dafl G(x) nicht eindeutig ist. Sei ndmlich A F(x) = 0, dann
erfiillt auch G(x) 4+ F'(x) die Anforderungen an eine GREENsche Funktion. Dies deutet darauf hin,
daB F' die Funktion G(x) an bestimmte Randbedingungen anpassen kann.

Bisher hatten wir bei der GREENschen Funktion nur eine Abhingigkeit von x — x’. Dies lag
daran, daf§ die rechte Seite der definierenden Differentialgleichung 2(5) nur von x — x' abhéngt
und dies zusétzlich auch fiir die automatisch erfiillte Randbedingung ¢(c0) = 0 gilt. Liegt die
Fliche, auf der die Randbedingung vorgegeben ist jedoch — zumindest teilweise — im Endlichen,
so ist diese Verschiebungssymmetrie nicht mehr vorhanden; mit anderen Worten: Die Gestalt der
Potentialfunktion einer Punktladung héngt dann vom Ort der Punktladung ab. Wir haben also
im weiteren eine Abhéngigkeit von x und x’ der GREENschen Funktion. Diese sei jetzt definiert
durch

A'G(x,x") = —4md(x — x'). (6)

Um diese Funktion zu finden, benutzen wir die 2. GREENsche Formel, ersetzen darin x durch
x' (damit auch A durch A, =: A" und ebenso grad durch grad,, =: grad'), ® durch p(x’), ¥
durch G(x,x") (x fest) und erhalten die Gleichung

/ (p(x") A G(x,x")— G(x,x") A p(x)) d*'
1%
:/ (p(x")n’ grad’ G(x,x') — G(x,x")n’ grad’ p(x")) dF'.
ov
Die linke Seite wird unter Beriicksichtigung von (6) und A’ p(x') = —4mp(x') im Falle x € V' zu

—47r/v (p(x")o(x — x') — G(x,x")o(x")) d®z' = —4mwp(x) + 471'/VG(X,X')Q(X') ',

im Falle x € V' verschwindet der erste Summand der rechten Seite. Insgesamt haben wir somit

o) = [ Gloxolx) s + -

/(G(x,x')n'grad'cp(x')—go(x')n'grad'G(x,x'))dF’.
N e e e e ——

(a) () (©) )
(7)

Wie schon bemerkt gilt das nur fiir x € V', sonst verschwindet die linke Seite von (7).

Wir betrachten zunichst den DIRICHLET-Fall. Es ist ¢ |sy vorgegeben. Wollen wir mit (7)
also ¢ berechnen, so muf} (a) verschwinden, da uns g—ﬁ |sv nicht bekannt ist. Wir fordern also
insgesamt fiir die DIRICHLET-GREENsche Funktion

A'Gp(x,x") = —4nd(x — x)

8
und  Gp(x,x')=0 fir x'€dV. ®)

Haben wir diese Funktion, so kénnen wir fiir jede beliebige Ladungsverteilung o(x) das Potential
mittels der Formel

p(x) :/VGD(XaXI)Q(X,)de_%/BV o(x")n' grad’ Gp(x,x') dF' (9)

7



berechnen. Falls ¢ |gy = 0 gefordert ist, fallt der 2. Summand weg.

Zur DIRICHLET-GREENschen Funktion nun einige Bemerkungen. Zunichst halten wir fest,
dafl Gp nur von der Geometrie von 0V, nicht jedoch von der Ladungsverteilung oder den Randbe-
dingungen abhéngt. Dariiberhinaus ist die DIRICHLET-GREENsche Funktion in ihren Argumenten
symmetrisch, d.h. es gilt Gp(x,x') = Gp(x’,x). Dies sieht man leicht ein, wenn man in der
2. GrEENschen Formel (4) ® = Gp(x,y) und ¥ = Gp(x’,y) setzt, und y als Integrationsvariable
auffait. Zur Bestimmung von Gp sei folgendes gesagt: Kann man die Randwertaufgabe fiir die
Ladungsverteilung o(x) = ¢d(x — a) und den Randwert ¢ |gv= 0 l6sen, so ist Gp bekannt, denn
es folgt mit ¢ |sv= 0 aus (9) die Formel p(x) = [ Gp(x,x')¢d(x, a) d3a:’ = ¢Gp(x,a); Gp ist also
bis auf den Faktor ¢ identisch mit o(x).

Nun zum NEUMANN-Fall: g—ﬁ |av ist Randwert; wegen (7) und der Tatsache, daf ¢ |ov
unbekannt ist, fordern wir zunichst das naheliegende n’ grad’ Gn(x,x’) = 0. Dies liefert jedoch

einen Widerspruch. Wir wenden auf A’ G(x,x’) = —47é(x — x') den GAUssschen Satz an und
erhalten [, div' grad' Gd®z' = [, grad' GdF' = [, 2% dF' = [, (—dné(x — x')) s’ = —4m,
was unser Ansatz offenbar nicht zu leisten vermag. Das néchstliegende ist Bn’ = —lg—";l, wobei

|0V'| den Flicheninhalt von 8V darstellen soll. Dies steht in Einklang mit unserer obigen Rechnung.
Insgesamt fordern wir also fiir die NEUMANN-GREENsche Funktion G :

A Gn(x,x") = —4md(x — x')

! ' / __4_71' (10)
und n' grad Gy (x,x') = v’
Damit wird (7) zu
/G %, x")o(x") d*x '+i @ ,x) 2 xhar + 2 [ oxydE, (1)
~( A N on’ V] /oy ’

denn
1 OGN

! F_ FI
“1m [y nr X e(xd |aV|/ )d

dies stellt das auf OV gemittelte Potential dar. Offenbar ist das aber ein konstanter Wert, den wir
weglassen kénnen, da das Potential im NEUMANN-Fall sowieso nur bis auf eine additive Konstante
eindeutig ist.

Als Beispiel betrachten wir eine unendlich ausgedehnte diinne, ebene und leitende Platte, die
in der z-y-Ebene liegen soll (Abb. 3.1). Diese zerlegt den R? in die Riume V& mit z > 0, V- mit
z < 0 und die Platte F' : z = 0. Diese Platte sei geerdet, es gilt also ¢ |p= 0. In V. befinden
sich keine Ladungen, ¢ |y, =0, also auch A = 0 auf V.. Soll ¢(c0) = 0 sein, so haben wir die
Randbedingung ¢ |sv_= 0, damit ist ¢ = 0in V.. In V5 sei am Ort a = (0,0, a) eine Punktladung
q, es gilt also

Ap(x) = —4ngd(x — a). (12)

Gesucht ist ¢ |y, . Es liegt die DirRICHLET-Randbedingung
¢ lov,=0 (13)

vor. Nach unseren Uberlegungen zu Randwertproblemen ist die Losung von (12), die (13) geniigt,
eindeutig bestimmt. Kénnen wir also heuristisch zu einem ¢ gelangen, das (12) und (13) befriedigt,
so ist dies die gesuchte Losung.

Denkt man sich die Platte weg, plaziert dafiir aber in —a eine weitere Ladung —¢, so erhélt
man das Potential q q

p(x) = - . 14

o6 = - (14

Offensichtlich ist ¢ |p= 0 und @(oc0) = 0. (14) ist also die gesuchte Losung von (12), (13). Wegen
p(x) = ¢Gp(x,a) ist mit xg := S,x — S, ist die Spiegelung an der z-y-Ebene —

1 1

x = x| Jx — x4

Gp(x,x") =

8



die GREENsche Funktion unseres Problems.

Man sieht leicht, daBl A'Gp(x,x’) = —4nd(x — x') auf V5, aber auch Gp(x,x’) = 0 falls
x' € OV5. AuBerdem fillt auch die Darstellung Gp(x,x') = G(x,x')+ F(x,x') mit A' F(x,x') =
A L 0 sofort ins Auge. Mit der jetzt vorliegenden GREENschen Funktion kénnen wir p(x)

— ! -
|x xs|

fiir beliebige o(x) (mit ¢ |g\y, = 0) mit einer Integralformel angeben.

An dieser Stelle kann man nun den Begriff der Oberflichenladung einfiihren. Sei eine Flache
gegeben, auf der Ladungen sitzen. Dann definiert man durch

/QdV:/ odF
v F=VnO

(siche Abb. 3.2) die Oberflichenladungsdichte o. Diese konnen wir in Beziehung mit der zur
Oberflache senkrechten Komponente E | des elektrischen Feldes setzen. Man betrachte das Inte-
grationsgebiet in Abb. 3.3. Es ist einerseits

lim [ divEdV =1lm | EdF=EY -EY).F

3—0 Jy, -0 /gy,
andererseits
%iil(l) v divEdV = 471'(%15(1)/ng = 47r/FUdF =4noF,
falls F' klein genug ist. Damit ist
0= EY -BY). (15)

(1)

Auf unser Problem angewandt, ist E'’ = 0 wegen ¢ |y_= 0 und damit o(z,y) = ﬁ lim. o E(f) (z,y,2) =

— = lim;_,0 0.(,y, 2). Aus (14) folgt

zZ—a zZ+a

x—a3_ x—l—a3 ’
| Im |

—0.p(2) = q(

also
q 2a

s
A /o2 T2 +a2

o(z,y) =

Die Gesamtladung auf der Platte ist

/U(m,y)dwdy __ge [ dedy

_ga / _r
2 /22 ¥ o2 + a2 2 ) 2t a2
oo

drdy

1
= —qa [_WL = —qa/a = —q.

Die Erscheinung, daf eine Ladung auf der Oberflache eines benachbarten Leiters Ladungen
entgegengesetzten Vorzeichens hervorruft, nennt man Influenz.

Als weiteres Beispiel stehe die geerdete, leitende Kugel in Abb. 3.4. Es sei auflerhalb der
Kugel — bei a = (0,0,a) — eine Ladung +¢q angebracht. Offensichtlich ist V = R*\Kg und
0V = OKr U 0K . Wieder versuchen wir, eine Bildladung ¢’ geschickt zu plazieren, sodafl —
ohne die Kugel — automatisch ¢ |sr,= 0 ist. Aus Symmetriegriinden hat ¢’ auf der z-Achse zu
liegen, es ist also a’ = (a’/a)a. Sind r bzw. s die Abstdnde der Ladungen zu einem beliebigen
Punkt auf 0K g, so mul ¢ |sx,= q/r +q'/s = 0 sein. Damit wird —¢' = (s/r)q, was bedeutet, dafl
s/r fiir alle Punkte auf 0K einen festen Wert haben mu. Am Ort Bist s=R—a',r =a— R;
am Ort A gilt s = R+a', r = R+ a. Wir fordern also (R — a')(R+a) = (R+ a')(a — R) oder
R? = ad’. Uberzeugt man sich noch, daB s/r mit aa’ = R? wirklich fiir alle Punkte auf K g einen
festen Wert hat, so ist endlich
q (R/a)q

p(x) = |x — a B |x —a’|

B 1 1
“\k—al  [gx—ILa])’
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Die Bedingung ¢ |gx,= 0 ist damit erfiillt, denn mit x> = R? ist |x —a|] = vx2 + a2 — 2ax
und |%x — £a| = \/ﬁ—ixz + 5—2232 —2ax = VR? +a? — 2ax. Wegen obigem Ausdruck fiir das
Potential lautet die GREENsche Funktion der Kugel

1 1
G N = - — .
D(X,X) (|X_XI| |%X—§X'|>

Ist ¢ |or,Z 0, so berechnet sich das Potential nach (9)

1

p(x) = /V G (%, x")o(x") d*s' — —

/ o(x")n’ grad' Gp(x,x") dF’;
471' 8Kr

dabei ist n’ die beziiglich V' duflere Normale auf 0Kr — sie zeigt also ins Innere der Kugel. Es
gilt n' = —(x'/|x'|). Mit r = |x| und 7' = |x'| wird

x'"or' 9 x'x" 0
Ill grad/ GD(X,XI) = _FﬁﬁGD(X’XI) = —FF%GD(X,XI)
0
= —%GD(X,XI).
Wegen
! R 2
|x —x'| = V2 + 12 — 2r'r cos o, %x — FXI = \/%7"2 + R?2 — 2r'rcos?d’, ' = /(x,x')
ist
0 r’ —rcosd 3 (r?/R?)r' — r cos®’

—?GD(X,XI) = 3 3"
r V2 + 72 — 2rlr cos \/(7"2/R2)7‘2 + R2 — 2r'r cos

Fir Punkte x' auf 0Ky gilt |x'| =+ = R. Damit wird

0 R—-1r?/R
__GD(Xaxl) |T":R: / 3"
VR?2 + 712 —2Rrcos?'

or'
Der 2. Summand in (9) lautet dann

! 1—r2/R2
o(x")n’ grad’ Gp(x,x")dF' = _ﬁ o(x") R( r?/R?)

—— = dF' = (%).
A Joky 0Kg VR2 + 12 — 2Rrcos?

Sei nun @(x') |sx,.= @o. Weiterrechnen ergibt dann

w/2 22/ P2
(%) = _¥ -27r/ R = r'/R) =R? cos(m/2 — ") dVY'

4m -n/2 /R? + 12 — 2Rr cos ¥
1 2 2
R” —
=_p L adt
2 Jo VRP¥ 2 2Rt
_ —@R R? — 72 1 !
2 Rr  /R? +r2 —2Rrt|_,

__po R?—1? 1
2 |[R—r| |R+r|

R
=% falls R < r.

Das Potential berechnet sich somit nach

x) = ! - ! x' 3x'—£
o= [ <|x'—x| |(r/R>x'—(R/r>x|>Q( )& = e

10



4. Multipolentwicklung

Wir denken uns in diesem Kapitel eine Ladungsverteilung o(x), die auBerhalb einer Kugel Kg
mit Radius R um den Koordinatennullpunkt verschwindet. Das bedeutet, daf} sich nur innerhalb
dieser Kugel Ladung befindet. Es gilt o(x') = 0, falls x| > R. Als Potential erhilt man

R (1)

|x —x'|

Ist nun |x'| < |x]| so liegt es nahe, die GREENsche Funktion zu entwickeln. Die erhaltene Reihe in
(1) eingesetzt konnten wir also das Potential p(x) als eine Reihe

p(x) = 01 (%) + oV (%) + 9 (x) + - (2)
darstellen.
Zur Entwicklung der GREENschen Funktion stehen uns zwei Mdoglichkeiten offen.
Sei z = |x| und ¢’ = |x'|. Zun#chst entwickeln wir nach z'/z. Mit xx' = zz' cos 1 ist
11 1
= x| x\/l—Q%cos19+’;—f,

was sich wegen

_— h' P(z
\/1—2hz+h2 Z 1
— dabei sind die P;(z) die LEGENDREschen Polynome — in der Form
!

1 1 2\
st =5 2 () Ao

l

schreiben 148t. Damit haben wir wegen (1) die Entwicklung

Py(cos
o(x) = Z % /K Q(Xl)xll B = Z(p(l)
R 1

l

fiir das Potential.

An dieser Stelle wollen wir jedoch einen anderen Weg beschreiben. Mit f(x—x') =1/ |x — x'
in die TAYLOR-Formel
0 1 0?
! o —_ I— —_— ...
floe =) = ) = 2t 100 + gyl 500 + oo

eingesetzt, wird

B N(1 81 1, 2 1 .
*"(X>‘/KRQ(X)<|><| SE e TR e i

1 W, 01 s, 1 9 1
&Pz — d —
o(x') d’x o(x')z; d’x +2,am]awl /e

N 33 0
= — — gx T, xd’x 4 -
il Jrcn o: Ix] Jrcy bz,

Wir identifizieren diese Reihe mit (2) und berechnen ¢, (1) und (2.

Es ist )
o0 = L[ pydta = 9 (3)

x| Jkr x|
denn das Integral stellt gerade die Gesamtladung dar. Man sieht, daf (3) das Potentialfeld eines
elektrischen Monopoles darstellt. Mit E(©) = — grad ¢(®) erhalten wir

Q
W

11
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1 x

wegen V‘xl =P

Das néchste Glied in der Entwicklung berechnet sich nach

0 1

- xa! a2’ 4
s .o (@)

M (x) =

iep 01 xy
Es ist el = P Setzt man

dﬂ=/Mfmm%c (5)

so hat man insgesamt
x; xd xd
90(1)(3() = l3di =3 2
]| X" x|

falls man mit X := x/ |x| den Einheitsvektor in Richtung von x bezeichnet. Die Grée d bezeichnet
man als das Dipolmoment der Ladungsverteilung o(x).

Zur Rechtfertigung dieser Bezeichnung betrachten wir den Dipol in Abb. 4.1. Aus (5) folgt
mit o(x') = —¢d(x") + ¢dé(x' — 1)

d; = q/(—a(x') +o(x! — )a da,

also d = ¢l. Dies stellt das Dipolmoment eines Dipols dar.

Das Potentialfeld des Dipols lautet (COULOMB)

-1, 9
N e |

Bei der Entwicklung dieses Potentials ist ) = 0, also cpl(joi) = 0, das néichste Glied in der Reihe

lautet
(1) xd lcos?d

opi (X) = —3 =¢—5-
|x| x|

Die Entwicklung von ¢ beginnt beim Dipol also erst beim Summand ¢(!). Dieser Summand stellt
das Potentialfeld eines idealen Dipols (I — 0, d fest) dar. Bei der Entwicklung von ¢ bei einem
realen Dipol bricht die Reihe bei (") nicht ab.

Wie schon vorher bei ¢(©) ermitteln wir auch fiir (1) die dazugehérige Feldstirke E(V). Mit

grad % = 7d_|3§‘3d)* ist
gD _ 3(xd)x — d_
x|’
Nun berechnen wir ¢(?). Es gilt
1 0% 1
(2) _ = - Nela 32!,
¢ (x) =5 82,071 ¥ o(x)ziz; d’x (6)
Da A ﬁ = M‘?gzi ﬁ = 0, konnen wir — ohne hier schon den Sinn darin zu sehen — zu (6) die
Grofle L2 1
(x")d:;x"* d*x' (7)

_6 Bac]@x,m ¢

addieren, da sie identisch Null ist, denn im Falle i = j verschwindet die 2. partielle Ableitung von
1/|x], ist 4 # j, so annuliert d;; den Ausdruck. Wir haben also

1 8 1 1
(2) . - ! N ) 3.
o200 = (3o ) [ 20 (1] - 3o

1 02 1 -
6 0z;0x; x|
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falls wir das Quadrupolmoment mittels
D;; = /Q(x') (3zfa); — 6;;x"?) d’2'

einfiihren. D;; ist ein Tensor. Er enthélt 5 unabhéngige Groflen, denn zunéchst ist D;; = Dj;, der
Tensor ist symmetrisch. Damit sind schon 3 von den restlichen 6 Groflen abhingig. Bilden wir
die Spur )~ Dj; des Tensors, so finden wir sie zu Null. (Dadurch wird auch der Sinn der Addition
von (7) offenbar.) Eine der Spurgréfen ist also von den Restlichen abhéngig, sodaf der Tensor D;;
schlielich nur noch 5 unabhéngige Komponenten hat.

Nun wollen wir die partielle Ableitung in (8) berechnen. Es ist

9 01 0
dz; 0z; |X| dzj |x|*
[ bl s =
3TXT5’ sonst
_ TiTj _ 6ij
xP”x[
also wird
1 T;T; 0ii
) = Lo, (a7 D
Ix[” [x]|
1 T;T;
:§Dijl—5]: 9)
|x|

denn Dijéij = D“ =0. (Summation!)
Mit dem Einheitsvektor x in Richtung von x kénnen wir

11
e (x) = - —x"Dx (10)
2 |x|

schreiben, falls wir D = (D;;) setzen. (Dies ist eine Matrix!) Man sieht aus (10) leicht, dal p(*)
wie 1/ |x|* abfllt.

Auch zu ¢ berechnen wir E(*). Es ist wegen (9)

0 x;x;
E(2) — _ ] .
¢ Oxi 2 x>
1 (B + 2:05) |x|° = bzszjy [x[°
= —5Djj 10
2 |x|

1 2052, i
= ——Dij kg.'] —5$ 1.7] Tk
2 x| x|

- L (G o9 x-0s),).

x|
denn §;;D;j2; = 61, (Dx); = (Dx),,.

Insgesamt haben wir jetzt also das Potential in die Reihe

Q xd 1%TDx
Xl x? 6 [
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entwickelt, wobei
o(x") d’z’
(

o(x")x' d®x’' (12)

Q

d

und D = (D;;) mit D;; = /Q(X’)(&IZ;CU; —0x"?) d*’

ist.

Bei fortgesetzter Entwicklung von ¢ wiirden alle 2!-Pole (I € N) in der Reihe vorkommen.
Die zu den 2!-Polen gehérigen Momente, die I-ten Momente von o, hitten die Form

/Q(x')a:;1 e m 2.

Das Potential des 2!-Poles verhiilt sich wie ‘xlﬁ im Unendlichen. Die Momente sind Tensoren
l-ter Stufe, die 2] + 1 unabh&ngige Gréfen enthalten.

Zur Verdeutlichung diene das folgende Beispiel: Gesucht ist die Komponente D1, des Quadrupol-

2
moments fiir ein homogen geladenes Ellipsoid F : 2—2 + 4 + i—j < 1. Es ist also o(x) = g, falls
x € E, sonst verschwindet o(x). Unter Zuhilfenahme eines Koordinatensystemes z', ', z’, das nur
eine andere Bezeichnung fiir das Koordinatensystem x,y, z sein soll, wird

Dy = Qo/ (337'? - x'2) d*z'
B

= ggabc/ (2a25:2 — b2 — 0222) d*z
K

nach der Substitution # = z'/a,j = y'/b,Z = z'/c und mit K; : % + 5% + 22 < 1.

Es soll geniigen, hier lediglich den 3. Summanden explizit auszurechnen. Mit Z = rsin ist

—QoabCB/ 2 diz
K1

1 pm/2 27
—opabc? / / r2 sin® 912 cos 9 dy dY dr
o J-n/2Jo

1
1 . w/2
= —27rgoabc3/0 r4§ [sin® 19]_7r/2 dr

4 51!
= —gﬂ'goabc3 {%L

4 Q
= —1—57rgoabc3 =3 (—02) .

Dabei bedeutet Q) = 4?Wgoabc die Gesamtladung in E. Insgesamt lautet — nach Berechnung der
anderen beiden Summanden — das Ergebnis der Aufgabe

D11 = % (2(12 —b2 —02) .
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5. Energie

In diesem Kapitel soll der Energiebegriff der Mechanik in die Elektrostatik iibertragen werden.
Dies gelingt mittels der Gleichung
K = ¢E, (1)

die die Kraft auf eine Ladung ¢ an einem Ort x, an dem das elektrische Feld die Stirke E hat,
angibt. Man sagt auch, Gleichung (1) kopple die Mechanik mit der Elektrostatik.

Wollen wir eine Punktladung im vom elektrischen Feld erzeugten Kraftfeld K(x) vom Punkt
A zum Punkt B iiberfithren, so haben wir die Arbeit

—/ABde (2)

zu leisten. Da E(x) konservativ ist, gilt dies auch fiir K(x), damit ist obiges Wegintegral wegun-
abhéngig — eine Tatsache, die wir schon bei der Schreibweise von (2) vorweggenommen haben.
Unter Benutzung des Potentials ¢ ist

B B
W:—q/A Edszq/A gradpds =  (p(B) — p(A)) . (3)

In diesem Kapitel wollen wir als Randbedingung an das Potential immer die Forderung ¢(oo) =
stellen. Fiihren wir nun aus dem Unendlichen eine Ladung ¢ zum Ort x, so haben wir nach (3
die Arbeit

0
)

W = qp(x) (4)
zu leisten. Diese Arbeit steckt nach der I"Jberfiihrung als Energie in der Ladungsverteilung.

Um die Energie einer Anordnung von N Punktladungen ¢; an den Orten x; zu berechnen,
iberfiihren wir diese nacheinander aus dem Unendlichen an den vorgesehenen Ort.

Zunichst ist o = 0, damit ¢ = 0, es existiert also kein elektrisches Feld. Um die Ladung ¢; an
den Ort x; zu iiberfiihren, haben wir also keine Arbeit zu leisten. Die Anordnung enthélt demnach
keine Energie. Nun fahren wir mit der Ladung ¢, fort. Das Potential von ¢; ist ¢(x) = q1/ |x — x1].
Bringen wir also g2 nach xa, so ist W = ¢2¢1/ [x2 — x1|. Aufgrund der Additivitdt des Potentials
lautet dieses jetzt @(x) = qi/|x — X1| + g2/ |x — X2, sodaB nach Uberfithrung von g3 nach x3
(insgesamt) W = qoq1/ |x2 — x1| + q3q1/ |x3 — X1| + q3¢2/ |x3 — X2| wird. Fir N Ladungen erhilt

man also
qiqr 1 & qiqr
W = : == _ Ak 5
Z Jxi — x| 2 Z, Ix; — x| 5)
i,k=1 i,k=1
i<k ik

da der Ausdruck unter der Summe unter Vertauschung der Indizes symmetrisch ist.

Hier sei noch darauf hingewiesen, dafl das oben praktizierte Verfahren zum Aufbau einer
Ladungsverteilung mit diskreten Punktladungen zu einer Inkonsistenz fiihren kann. Dies fiihrt
dann zum Begriff der Selbstenergie einer Ladung. Denn anstatt die Ladung ¢; als Ganzes nach x;
zu Uberfiihren, kénnten wir auch auf die Idee kommen, zunéchst eine Hélfte dieser Ladung nach
x1, und dann, im Feld dieser, die andere Hélfte unter Arbeitsaufwand auch nach x; zu schaffen.
Jetzt wiirden wir dieser Ladung ¢; plotzlich eine Energie zuschreiben. Diese Energie steckt aber
bei dem zuerst praktizierten Verfahren schon im Unendlichen in der Ladung ¢;, denn diese muf} ja
auch zunichst aus kleineren Ladungen zusammengestellt werden. Machen wir das mit infinitesimal
kleinen Ladungen dg, so wird — wie wir an geeigneter Stelle sehen werden — die Grofle oo grof.
Tatsédchlich aber 16st die Existenz einer Elementarladung diesen gordischen Knoten.

Sei jetzt eine kontinuierliche Ladungsverteilung vorgegeben. Um ihre Energie zu berechnen,
ersetzen wir in (5) ¢; — o(x) d®z und g, — o(x') d®z', die Summe wird zu dem Integral

W= E/Q(X)Q( )d3 P, (6)

2 |x — x'|
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das, da wir den Fall ¢ # k nicht — wie bei der Summe — ausschlieffen kénnen, die Selbstenergie
enthélt. Mit der CouLOMB-Losung ¢(x) = [ 200) B33’ vereinfacht sich (6) zu

[x—x']

W= [ e . (7)

Aus dieser Gleichung kann g(x) eliminiert werden, denn mittels der Po1ssoN-Gleichung A ¢ =
—4mo wird

1
W:——/goA(pd%. (8)
8

Dieser Ausdruck verlockt zu partieller Integration, die auch in der Tat — unter zuhilfenahme der
1. GREENschen Formel 3(3) ausgefiihrt werden kann. Setzt man ¥ = ® in 3(3), so erhilt man

0

/\I:A\I:d%:/ \Ir—\de—/(grad\IJ)Qd%, (9)
v v On %

aus (8) wird also

W:—é/ <pgradg0dF+$/ (grad p)* d®z
oK o

oo

oder
W=g /(grad ©)? d*x,

denn das Oberflachenintegral verschwindet, falls ¢ wie 1/r oder schneller fiir r — oo gegen Null
geht. Mit E = — grad ¢ erhalten wir

W i/E2 &Pz (10)

:871'

Diese Gleichung zeigt uns, daf§ man die Energie in der Ladungsverteilung vollstindig dem elek-
trischen Feld zuschreiben kann. In diesem Sinne ist das Feld also Triger der Energie. Ein Blick
auf (10) zeigt auBlerdem, dafl stets W > 0 ist.

Unter der Annahme, daf} ein Elektron punktférmige Ausdehnung besitzt, liefert (10) mit
r = |x| und ¢ = —e/r (e > 0), also E = —-%x den Wert

e [ dx

wW=— [ —
8 |x|4

welcher offensichtlich divergent ist. Eine Punktladung hétte eine unendlich grofie Selbstenergie.

Nehmen wir (klassisch) an, das Elektron hitte den Radius e, und die Ladung wire gleichméfig
auf dessen Oberflache verteilt — daraus folgt, dafl E im Innern identisch verschwindet — so wire
nach unserer Rechnung

62

W = .
2r,

Ist diese Selbstenergie so grofi wie die Ruhemasse des Elektrons, so ist €2/2r, = mc?. Falls die

Ladung jedoch nicht vollstéindig auf der Oberflache des “klassischen Elektrons” verteilt ist, sondern
sich auch im Innern etwas Ladung ist, so vergrossert sich die Selbstenergie, der Faktor 1/2 fallt

etwas grofler aus. Dies fiihrt zur Definition des klassischen Elektronenradius ro = .
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Zum Abschlufl dieses Kapitels soll zur Ubung mit (10) die Energie von 2 Punktladungen
berechnet werden. Aus ¢(x) = folgt durch Gradientenbildung E = ¢ X=*1; +

|x— X1P

g1
Jx— x1\4_|x X2

Q2 ‘x 5 also ist,

2 2 x—x1)(x —x
2 _ 41 . a3 . + 2q1¢ ( 13( 2)3_
|x — x| |x — X2 |x — %17 |x — 2|

Dabei stellen die ersten 2 Summanden die Selbstenergie der Punktladungen dar. Diese sollen
unberiicksichtigt bleiben. Wir erhalten aus (10)

Q1Q2/|X—X1 (x —x2) P

x—x1| |x—x2|

it e— XXy ; 00i — 1 3. — w133 ;
Mit ¢ := Teoxg] 1St ‘det (Bxk)‘ = T also d°z = |x; — x2|"d?p. Setzen wir auflerdem

X1 —X2 X—Xo

e:= soist g+ e = insgesamt also

T xi—xa|? Ix1—x2]?
_ 0 d@+e) |xi—x|
0’18+ e|” [x1 — xa*
_ 1 ae o(d+e) gt
inpa =l ] (gflo+ef
Wir erinnern uns an grad% = —7 und stellen fest, daf§ die 2 Faktoren des Integranden genau

diese Form haben. Damit folgt

1 1
W= — 4142 #o
47T|X1-X2| |“1 | +el

q192 3
= rad dF / — >,
47T X1 — X2 <7{ 0+el® |0+ el v

wobei — #hnlich wie in (9), mit der 1. GREENschen Formel — partiell integriert wurde. Da 1/
Losung der Po1ssoN-Gleichung ist, gilt A(1/9) = —4wd (@), also

3

grad — grad .5——

W = qi192 (@
X1 — X |Q+e|
_ q192
%1 — x2|’

da |e| = 1.

6. Energie im aufleren Feld

Wir stellen uns in diesem sehr kurzen Kapitel ein elektrostatisches Feld ¢4 vor, das von einer
Ladungsverteilung g4 erzeugt sein soll. Zuséatzlich zu dieser Ladungsverteilung soll einer weitere,
0o dazukommen. Die gesamte Ladungsverteilung ist also

0=0a4+ 00. (1)

Unser Ziel ist es nun, die Energie der Ladungsverteilung go im von g4 erzeugten Felde zu berechnen.

Aufgrund der Ergebnisse des vorhergehenden Kapitels ist diese Energie

WZE/Q(X)Q( )d3 B (2)

2 |x — x|

Setzt man fiir o(x) die Zerlegung (1), 50 ist o(x)o(x") = 04(x)04 (x")+00(x) 00 (x') + 04 (x) 00 (x")+
00(x)0a(x"). Dabei liefern die ersten 2 Summanden die Selbstenergien der Ladungsverteilungen gg
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bzw. 04, die uns hier nicht interessieren, wir lassen sie also weg. Die beiden letzten Summanden
schreiben wir als 200(x)04(x'), denn das Integral in (2) ist symmetrisch beziiglich der Vertauschung
von x und x’. Damit ist dann

W= [LRC fis — [ et ®

Diese Energie soll nun in einer Reihe dargestellt werden. Dazu entwickeln wir das Potential
@4 des dufleren Feldes. Es ist

0 1 0?
@A) = @a(0) + 15— pa(%) hemo +5Timh 55— pa(K) beo ++ 4)

womit (3) zu

0 1 0?
W= [ (30 [000) + im0 (6) b +yzitn 5-—pa() Lo -]
. 0pa 1 0%pa
= Qoa(0) + 20 + gD (0) - 6)

wird. gp(x) soll natiirlich nur auf einer kleinen Kugel nicht identisch verschwinden, ¢4 soll auf
eben dieser “nicht zu stark schwanken”. Benutzt man das elektrische Feld E, so wird (5) zu

1 OE}
EDzka—mi(O)‘i'“‘- (6)

W = Qga(0) — dE(0) -

Aus (6) liest man ab, daf§ das dufiere Potential nur mit der Gesamtladung, das elektrische Feld

mit dem Dipolmoment, der Gradient des elektrischen Feldes mit dem Dipolmoment ad infinitum
wechselwirkt.

7. Kapazitat

N mit der Ladung @; geladene Leiter £; erzeugen ein elektrisches Feld. Zwischen den Potentialen
der Leiter und deren Ladungen besteht eine Beziehung, die im folgenden hergeleitet werden soll.

Zunéchst sei p;(x) das Potential, das eine Einheitsladung, die sich auf dem Leiter £; befindet,
erzeugt. Dabei seien alle anderen Leiter ungeladen, d.h. fiir die Ladung @); auf dem Leiter £; gilt
die Beziehung Q; = Q;d;;.

Jetzt seien die Leiter £; mit den Ladungen Q; geladen. Dann gilt fiir das Potentialfeld ®(x)

die Beziehung
N
= Qipi(x). (1)
i=1

Um dies zu beweisen, ist zu zeigen, dafl ®(x) die PoissoN-Gleichung erfiillt und weiterhin,
daBl @ auf jedem £; konstant ist. Ferner muf} gezeigt werden, dafl bei diesem ® auf den Leitern £;
die Ladungen Q); sitzen.

Das erste ist klar, denn sei x ¢ £; fiir beliebiges 4, also x € V mit V' = R\({J, £), dann gilt
AP =AY Qipi => Qi Ap; =0, da fiir alle j die Po1ssoN-Gleichung A ¢; = 0 fiir beliebiges
x ¢ L; erfiillt ist.

Nun zu den Randwerten. Sei x € £;. Da dann ¢;(x) = const auf ganz £;, so ist auch
®(x) = ), Qipi(x) auf ganz L£; konstant, fiir beliebiges j. Damit ist das Potential eindeutig
bestimmt. Es kann nur & sein.

Fiir die Ladung auf dem Leiter £; erhilt man [. od’z = & [, divEd®z = L [, . EdF =

—r Jop, grad ®dF = — 57, Q; [, gradp; dF = 257, Q; [y BjdF = 37, Q; [, divE; d°z =

> Qjdij = Qi, womit (1) bewiesen wiire.
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Das Potential ®(j) auf dem j-ten Leiter £; erhilt man zu ®(j) = >, Qipi(j). Die ¢;(j)
sind offensichtlich nur von der Geometrie der Anordnung abh#ngige Konstanten. Wir nennen
sie a;; := ¢;(j). Dann gilt der Zusammenhang ®(j) = >, Q;a;; = >, @;iQ;, wobei aj; = aj.
Dieses Gleichungssystem a8t sich nach den @); auflosen. Sei némlich cg;a;; = dg;, dann wird
ij@(j) = ijflini = (Slel = Qk, wir haben also

Qr = chﬂ’(i)- (2)

Diese cj; nennt man Kapazitdtskoeffizienten. Es handelt sich um rein geometrische Gréfen.

Nun betrachten wir einen Spezialfall: Die Anzahl der Leiter sei 2, es sei nicht ®; und @,
sondern nur U = ®; — ®; vorgegeben, auflerdem gelte )1 = —@Q> = @. Dann lautet das Gle-
ichungssystem (3)

Q=Q1=c11® +c12P
—Q1 = co1P1 + c22Ps.

Wegen der zweiten dieser Gleichungen gilt ¢;; = —cg;. Wir setzen ®; = U + ®; und erhalten mit
der ersten Gleichung

Q = 011(}1 + 012(U + (131)
= (c11 + c12)®1 + c12U.

Da Q =0 < U = 0 sein soll, ist also notwendig ¢11 + ¢12 = 0, insgesamt also

Q = c2U.

An dieser Stelle seien nun 2 Beispiele angebracht. Bei einem Plattenkondensator mit 2 ebenen
Platten der Fliache F' im Abstand d sei Q1 = @, Q2 = —@Q. Offensichtlich gilt 47Q) = EF und
U = A® = Ed, insgesamt also Q = %U. (Im GAussschen Maflsystem hat die Kapazitét die
Einheit einer Lange.)

Ein Kugelkondensator besteht aus 2 konzentrischen Hohlkugeln mit Radien r; und 72, wobei
r1 < ra. Auf der Inneren der Hohlkugeln sitze die Ladung @, aulen —(@. Wir berechnen die
Radialkomponente des elektrischen Feldes an der Stelle 7, wobei r1 < r < ry. Es ist 47Q) =

E, -47nr?, also E, = Q/r%. Fiir die Spannung zwischen den Platten erhalten wir U = f:f E.dr =
QL -1)= Q=+ Damit ist C' = ;222 Mit r5 — oo wird C' =ry.

r1 T2 17

Jetzt wird es von Interesse sein, zu berechnen, wie grofl die Energie unseres Systemes von
Leitern L£q,..., Ly bei den Ladungen Q1,...,Qn bzw. den Potentialen ®4,...,®y ist. Es gilt

W=1 [areda=43 [ al)0(x) '

=3 480) [ atods=1Y Q80

J

QD Qi =1 ayQiQ;
i A

=1 @) ®()).

Ob wir die Energie in Abhéngigkeit der Ladungen oder in Abhéngigkeit der Potentiale berechnen,
stets resultieren quadratische Formen.

Wir wollen an dieser Stelle noch eine interessante Eigenschaft der Energie der Ladungsverteilung
auf Leitern demonstrieren.

Seien wieder die Leiter Li,..., Ly vorgegeben, auf denen die Ladungen Q1,...,Qn sitzen
sollen. Bei Variation der Ladungsverteilung auf den jeweiligen Leitern — nicht der jedoch der
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Gesamtladung auf den Leitern, 6Q); = 0 — erhalten wir fiir die Variation 6W der Energie W =
+ [ E?d®z an der Stelle des tatséichlichen elektrischen Feldes E wegen

oW = ﬁ/E&Ed?’x: —ﬁ/grad@&ﬂd%
:—ﬁ%@&EdF+ﬁ/§>div6Ed3x

=L / $6(divE) d*z

:/é&éd%

:Z(i)’/ 5§d3wzz<i’i6/ od’x
i L; i L;

=> 3,0Q; =0

die Aussage, daf3 das Funktional der Energie fiir die tatsichlich angenommene Ladungsverteilung
0 extremal wird. Da aber W nach oben nicht beschrinkt ist, muf} es sich bei dem Extremum um
ein Minimum handeln.

Dasselbe erhélt man, wenn man den Leitern £; feste Potentiale ®; zuschreibt und das Feld
variiert. Es ist

SW = %5 R\ﬁ(grad ®) dPx = ﬁ grad ® grad 6® d°z.

Wegen div(grad ®§®) = A ®§® + grad ¢ grad 0P wird daraus
W = -4 / ADOD &Pz + L /div(grad ®6®) d’x
= ﬁ grad ®§® dF = 0.
oL

Der erste Summand der rechten Seite der Gleichung in der ersten Zeile verschwindet wegen der
Po1ssoN-Gleichung, das Oberflichenintegral wird zu Null, weil ® auf den Leiteroberflichen nicht
variiert wird.

8. Elektrodynamik

Zunichst soll an den Gegenstand des Kapitels 1 — den MAXWELL-Gleichungen — erinnert werden.
Diese lauten

divE = 4mp, (1)

divH =0, (2)

rotE = —%8tH, (3)
47,

(4)

rot H=19,E + —j.
c

Es sei bemerkt, dafl diese Gleichung Zeittranslationssymmetrie besitzen, d.h. daf} die Transforma-
tion ¢t — t + 7 sie forminvariant 1a8t.
Im Kapitel iiber Energie haben wir die Beziehung
1 2 13
W=— [ E‘d’z

8w

hergeleitet. Wir definieren damit die Energiedichte im elektrostatischen Feld durch
1

= —E%

v 8w
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Im Falle der Elektrodynamik setzen wir fiir die Energiedichte den Ausdruck

w= o (B4 1) (5)

an und untersuchen, ob dies konsistent ist. Dazu bilden wir

0 1 0 0

1

= (E (crot H — 47j) — Herot E)
7

- 4i (E (rot H) — H (rot E)) — Ej
7

- —ﬁ div (E x H) — Ej.

Insgesamt haben wir also

0
S+ i div (E x H) = —Fj. 6)
Dies stellt den Energieerhaltungssatz dar. Man nennt ;=E x H die Energiestromdichte oder den
PovyNTING-Vektor. Um diesen Begriff zu kldren, nehmen wir zunéchst j = 0 an und integrieren

(6) iiber ein Volumen V. Dann ist

0 c 0 ¢

= [wav+ [ div(LExH) av = W / L E x HdF = 0.

8t/w +/ RV, ot * av 4m X
Es gilt also W = — fav - E x HdF. Sei jetzt j #Z 0. Der Strom bestehe aus einzelnen Ladungen
q, dann spezialisiert j = ov zu j = ¢qv. Dann ist Ej = Eqv = Kv = mvv = % (%mv2). Die

GroBe Ej stellt also gerade die Anderung der kinetischen Energie der den Strom ausmachenden
Ladungstrager dar.

Jetzt soll noch eine wichtige Erfahrungstatsache diskutiert werden: Die Tatsache, daf} die
Ladung eine Erhaltungsgrofie darstellt. Sei dazu V' ein Integrationsgebiet, dann ist Qv = fv odV

die darin befindliche Ladung. Thre zeitliche Anderung ist Qv = % fVQdV. Die durch die
Oberfliche 9V des Volumens flieBende Ladungsmenge ist I = [, oy @V dF. Der Erhaltungssatz

fordert nun Qv + I = 0, oder, in integraler Form

2/ng+/ ovdF = 0.
ot |y av

Die Grofe pv ist die Stromdichte j; beachten wir dies, so folgt mit dem GAUsssche Satz aus

2/gdv+/ §dF = 0 (1)
ot Jy av

o N\
/V<Eg+d1v.]> dv = 0.

Das Integrationsgebiet V' kénnen wir beliebig wéhlen, d.h. es muf}

die Gleichung

o
g0 Hdivi=0 (8)

sein. Dies ist die Kontinuitdtsgleichung in differentieller Form.

Zu zeigen bleibt, dafl die Ladungserhaltung konsistent mit den MAXWELL-Gleichungen ist.
Dies ist in der Tat so, was uns 90 = 1= divd;E = & div (rot H — 4Zj) = — divj lehrt.
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9. Losung der MAXWELL-Gleichungen

Wir beginnen mit der Gleichung
divH =0, (1)

welche offensichtlich durch
H=rotA (2)

mit beliebigem Vektorfeld A gel6st wird, denn es ist divrot = 0. Die Gréfle A nennt man das
Vektorpotential. Fortfahrend versuchen wir

rotE = —%&H (3)
zu behandeln. Dazu benutzt man natiirlich zundchst (2) fiir H und gelangt zu
rotE = —%BtH = —% rot 8tA,

also
rot (E + %&A) =0.

Dies zu l6sen ist einfach, es wurde schon im 2. Kapitel vorgefiihrt. Die Losung lautet hier
E+ %BtA = —grad ¢,
wobei ¢ eine beliebige skalare Ortsfunktion ist. Zusammengefafit ist also

H=rotA

4
E:—gradq&—%@tA. )

Die 6 unbekannten Felder E, H sind damit auf 4 unbekannte Felder A, ¢ reduziert.
Wir versuchen jetzt, ein Gradientenfeld grad A zu A zu addieren, d.h. die Transformation
A — A +gradA (5)
durchzufiihren. Diese 148t H invariant, denn
H =rot A — rot (A + gradA) =rot A = H.

Das elektrische Feld transformiert dabei

E = —grad¢ — 10,A — —grad¢ — 19,A — L grad (9,A)
=E — Lgrad(9;A),

ist also nicht invariant. Transformiert man jedoch gleichzeitig mit (5)
¢ = ¢ — LOA, (6)

so verschwindet dieser letzte Summand, damit ist aber auch E invariant. (H wird davon nicht
beriihrt, da in (2) ¢ nicht vorkommt.) Die Transformation

A — A +gradA

¢ — ¢ — 20N "

nennt man eine Eichtransformation. Die 4 Felder A, ¢ sind also bei festen E, H beileibe nicht
eindeutig, denn die Transformation (7) &ndert an den Feldern E, H nichts. Auf den Nenner
gebracht, kénnen wir also ¢ und A im Rahmen der Eichtransformation (7) v6llig beliebig wahlen.

Wenden wir uns nun der MAXWELL-Gleichung
4
rotH = LOE + — (8)
¢
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zu. Mit H =rot A und E = —grad ¢ — %&A erhdlt man

1 47
_ 1 2 .
rotrot A = —grad (Eam) — 0—28t A+ el
mit der Identitét rotrot = grad div — A schliellich
1 2 1 . 4m,
c_Qat - A ) A+grad (19,9 +divA) = I 9)
Um dies zu vereinfachen, fithren wir zunichst den Operator O = 61—263 — A ein. Man nennt

ihn “Quabla” (in Anlehnung an das “Nabla”), manchmal auch den D’ ALEMBERTschen Operator.
(D’ ALEMBERT hat als erster eine allgemeine Losung der Wellengleichung in einer Raumdimension
angegeben.) Weiterhin nutzen wir an dieser Stelle die angesprochene Eichfreiheit aus, indem wir

19i¢ + div A = 0 (10)

wihlen. Diese spezielle Eichung nennt man LORENTZ-Eichung. Dazu die Rechtfertigung, dafl das
iiberhaupt moglich ist: Es sei f := %Btgb + div A. Durch Eichung wird f — %Btgb — C%BEA +

divA + AA = f—0OA = 0. Die Eichung ist also moglich, falls OA = f eine Lisung besitzt,
und dies ist — fiir nicht gar zu pathologisches f — tatséchlich der Fall, was aber an dieser Stelle
nicht bewiesen werden soll. Damit haben wir die Eichtransformation ausgenutzt. Man spricht —
wie schon geschehen — von einer Fichfizierung oder auch Eichung. An dieser Stelle priift man
leicht nach, dafl immer noch eine eingeschriankte Eichfreiheit besteht: die Eichtransformation mit
OA = 0. Nach der Eichfixierung schreibt sich (9) jetzt in der iibersichtlichen Form

4
0A = 1. (11)
c
Zuletzt 16sen wir die Gleichung
divE = 4rmp. (12)

Es ist
divE = —divgrad ¢ — %at div A

1
= 0o,

also insgesamt
O¢ = 4ro, (13)

womit unsere Aufgabe erledigt wére.

Zum Schluf} sollen die Ergebnisse dieses Kapitels nochmals in voller Eichinvarianz dargestellt

werden. Es gilt
4,

OA +grad (10,6 + divA) = —i

(14)
O¢ — %Bt (%Bﬁb + div A) =4y,
was nach LORENTZ-Eichung
10p+divA =0
zu den Gleichungen
oA = 47
c (15)
O¢ = 4mp

wird. Diese besitzen noch die eingeschrénkte Eichinvarianz mit OA = 0.
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10. Wellengleichung und Losungen

Die Wellengleichung ist eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung. In den 4 Dimensionen
Raum und Zeit lautet sie in homogener Form

Df(t,X) =0, (1)

wobei O = 01—263 — A den Quabla-Operator darstellt.

Um einige Eigenschaften von (1) zu erkennen, beschrianken wir uns zunéchst auf eine Raumdi-
mension und die Zeit. Dann ist A = §2, (1) wird also zu

1
(50 -22) st 0. @)
Die allgemeine Losung dieser partiellen Differentialgleichung lautet

f(t,l‘):fl(Ct—.’L')+f2(Ct+l‘), (3)

mit beliebigen Funktionen — dies ist cum grano salis zu nehmen — f; und f2. Diese Losung heif3t
die D’ ALEMBERT sche Ldsung.

Als Anmerkung sei gesagt, dal man diese Losung leicht findet, wenn man die Koordinaten
€ = ct —x und n = ct + x einfiihrt. Damit erhélt man aus (2) die Differentialgleichung 0¢0, f = 0,
welche man durch Integration leicht 16st.

Die Losung (3) kann man an die Anfangswerte g(x) = f(0,2) und h(z) = f(0,x) anpassen,
indem man das Gleichungssystem

g'(x) = =fi(=z) + f5(z)
h(z) = cfi(—z) + cfy(x)

16st.

In 4 Dimensionen ist die Wellengleichung nicht so einfach zu 16sen. Wir versuchen den Ansatz
F(t,%) = ael@t+kx), (4)

Einsetzen in die Wellengleichung liefert
2 1 2\ i(wttkx) !
Of =a|-w—5 +k eilwttkx) Z
c

abgesehen von der trivialen Losung muf} also
w? = k2 (5)

oder w = +ck mit k = |k| sein.

Zunichst ist f(t + 7,x) = ae@tToTHx) = qeilwttkx) — f(t 1) genau dann, wenn 7 = 27 /w,
oder ein ganzzahliges Vielfaches davon ist. f ist also in ¢ periodisch mit der Periode 7. Man
nennt v = w/(2r) = 1/7 die Frequenz und w = 27v die Kreisfrequenz der Welle. Die Gleichung
kx = const stellt eine Ebenengleichung dar; {iberall auf dieser Ebene hat die Wellenfunktion den
gleichen Wert. Dies rechtfertigt die Bezeichnung ebene Welle von (4), falls (5) gilt.

Es ist k(x + Ak/k) = 27 + kx, falls A = 27 /k. Diese Grofie heifit Wellenlinge der ebenen
Welle, k die Wellenzahl. Es ist w = tck, mit w = 27v und k = 27/ gilt also ¢ = vA.

Im Vakuum nehmen die MAXWELL-Gleichungen fiir die Potentiale unter der LORENTZ-Eichung
1 .
E&(ﬁ—}—dlvA =0 (6)
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die Form

OA =0 (7)

6 =0 ®)
an, es handelt sich also um Wellengleichungen. Wir bemerken noch einmal — wie am Ende des
vorigen Kapitels —, dal noch eine eingeschrinkte Eichfreiheit besteht, ndmlich die Eichtransfor-
mation

A — A +gradA
1
¢ ¢— 0,

wobei jedoch A eine Lésung der homogenen Wellengleichung, also OA = 0 sein muf3.

Jetzt wollen wir die Wellengleichungen (7) und (8) 16sen; dazu setzen wir ebene Wellen an, es
sei also
¢ — ¢Oei(wt+kx)

A= Aoei(thrkx) (9)

mit w = ck. Die LORENTZ-Eichung (6) fordert
1 ) )
20+ div A = (Zweg + ikAg)el @) Lo,
c c

also K
¢y = _EAO' (10)

Damit kénnen wir nur noch die drei Amplituden des Vektorpotentials Ag frei wihlen — ¢¢ folgt
dann mittels (10).

Aus den Potentialen (9) berechnen wir jetzt die Felder E und H. Mit H = rot A wird

H =rot (Aoei(“’t“‘x))

— ei(wt—i—kx) wt+kx)

rot Ag — Ag x grad ell
= —Aqg x ike'(“TH)
H = ik x Agel@tkx), (11)

(Also ist fiir ebene Wellen rot = ikx .) Nun zu E. Mit E = —19,A — grad ¢ folgt

1 .
E = <—EWA0 - ik(b()) eilwitkx) (12)

Daraus ersieht man, dafl E und H senkrecht stehen, denn E ist eine Linearkombination von Ag
und k; wegen dem Vektorprodukt steht H aber senkrecht auf Ay und k, also auch auf E.

Multipliziert man E mit k und setzt (10) in (12), so erhilt man
1, ok i(wt+kx)
kE = —kzzon + ik EAO e =0,

d.h. es steht E senkrecht auf k. Insgesamt stehen also die drei Grolen E, H und k jeweils senkrecht
aufeinander. Bei festem k bleibt fiir die Wahl von E bzw. H nur noch eine Ebene. Dies sind die 2
moglichen Polarisationen. Wie im Absatz vor dem Ansatz (9) erwéhnt, bleibt noch die Eichfreiheit
mit OA = 0. Dies nutzen wir jetzt aus. Mit A = le*(“*+¥%) — dies ist natiirlich eine Losung der
homogenen Wellengleichung — ist grad A = ikA. Zu Ay kann also ein beliebiger Vektor in Richtung
von k zuaddiert werden, ohne dafl dadurch E und H beeinflusst werden. Wir wahlen diesen Vektor
so, daBl kAg = 0 wird, d.h. dafl Ay senkrecht auf k steht. Dann verschwindet das Potential ¢y,
womit E = —%BtA gilt.
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Zusammengefafit hatten wir also folgenden Gedankengang: Am Anfang standen ¢ und Ag
als beliebig wahlbar. Die LORENTZ-Eichung hat dann die Abh#ngigkeit des Potentials ¢g von
Ay impliziert. Damit waren nur noch 3 der 4 Komponenten der Potentiale frei wihlbar. Die
eingeschriankte Eichfreiheit mit OA = 0 erlaubte auch noch, die Komponente von Ag in Richtung
von k verschwinden zu lassen. Damit blieben nur noch 2 frei wihlbare Komponenten iibrig. Dies
sind die 2 Polarisationsmoglichkeiten.

Wir geben uns nun eine Differentialgleichung der Form (1) vor, und versuchen, sie allgemein
zu 16sen. Dazu setzen wir eine Uberlagerung von ebenen harmonischen Wellen a(k)ei(wt+kx) 4
b(k)e~H«t+k%) mit komplexen a(k), b(k) mit allen k an, d.h.

1 t(wt+kx —i(wt+kx 3

o / (a(k)e @) | 1) =ity o (13)
Dabei ist der Faktor 1/(27)%/? zunichst ohne Bedeutung. Wie man nun leicht nachpriift, ist (13)
eine Losung von (1). Wir wollen jedoch eine reelle Losung, fordern also f(¢,x) = f*(t,x). Wegen

. _ 1
frt,x) = @npR

flt,x) =

/(a* (k)e—i(wt+kx) + b (k)ei(wt+kx)) d3k
zieht dies die Forderung

a(k) = b*(k) (14)
nach sich. Damit wird

1

F0.%) = e / (a(k)ei(@HI0) | g (1) =itk gag (15)

Jetzt versuchen wir, fiir die Randwerte

£(0,%),  £(0,%) = 0 f(t,x) |i=o

eine Losung zu finden. Es gilt: Die Losung von (1) ist durch diese Randwerte eindeutig bestimmyt.
Es handelt sich um ein CAuCHY-Problem.

Dies haben wir nun zu beweisen. Zunéchst folgt aus (15)

700 = oy [ @9+ 00967
- ﬁ / (a(k) + a* (=k))e™) d'k, (16)

wir kénnen also a(k)+a*(—k) — da wegen (16) f(0,x) FOURIER-Transformierte von a(k)+a*(—k)
ist — mittels FOURIER-Transformation aus f(0,x) gewinnen.

Ebenso folgt aus (15)
£(0,%) = 8 f(t,%) li=o0

1 / t4kx) s o % —i(wt+kx)) 73
iwa(k)e @R _ja* (k)e @ik ) @B
ICERE )4,
1
_ 2 )3/2 /zw zkx_a*(k) —zkx) d3k'
0
1 ikx
27r)3/2/ a*(—k)) e** dk, (17)

d.h. aus (17) erhalten wir durch FOURIER-Transformation die Funktion a(k) — a*(—k), insgesamt
also das Gleichungssystem

1
a(k) + a*(=k 27r)3/ /fO x)e”kx @3y
1

(18)
a(k) _ CL*( 271_)3/ / f 77,kx d3£L',



woraus man durch Auflésen explizite Formeln fiir ¢ und a* erhélt:

a(k) = W/ (f(O:X) + if(O,X)> e kX Py

a* (k) = W/ (f(O,x) _ if(o,@) =% iy

(19)

Diese Funktionen a(k) und a*(—k) aus (19) setzt man nun in (15), was schlieBlich — nach
Umbenennung von x in y in (19) — auf

fe.x) = ﬁ/ </ <f(0’3’) + if(O,y)> e Y @y el
+/ <f(0,}’) - if'(O,y)> kY @3y ei(thrkx)) P

o (127T)3 //(f(O,y)eik(x—y) (eiwt +e—iwt)
n f(O,y) 1 e—ik(x—y) (eiwt _ e—iwt)) d3yd3k. (20)

w

Um diesen Ausdruck einfacher zu schreiben, fiihren wir den Propagator — zu Deutsch etwa
“Wellenausbreitungsterm” —

1 1 . ) ,
D _ — & ik(x—y) (Liwt _ —iwt 3 21
(t,x—y) 72-(2703/@'@6 (et — e~ Pk (21)
ein. Differenziert man diesen, so erhilt man
- _ — 1 ik(x—y) (iwt _ —iwt 3
D(t,x—y):= 3 @) /e (e e ™) &’k (22)
Damit schreibt sich (20) kiirzer in der Form
1630 = [ (FO3Dx =) + FO.0)DEx - ¥)) Ey. (23)
Dies stellt die Losung des CAUCHY-Problemes
Of(t,;x) =0;  f(0,y), f(0,y) vorgegeben (24)
dar. Leicht sieht man
D( ) ) =

und D(0,x) = §(x).

und F(0,x) = 6(x)
vor, so erhilt man mit (23) als dazugehorige Welle f den Propagator. Damit ist gezeigt, dafl
OD(t,x) = 0. (25)
Nach der Loésung des Randwertproblemes (24) wollen wir jetzt die inhomogene Wellengleichung
af(t,x) = h(t,x) (26)
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16sen. Wie schon im 2. Kapitel geschehen, definieren wir dazu die GREENsche Funktion durch

OG(t,x) = 6(t)d(x), (27)
wobei uns dann in

£t x) = /G(t—t’,x—x’)h(t’,x')dt’ dx’ (28)
eine spezielle Losung von (26) gegeben ist, denn

af(t,x) :/DG(t—t',x—x')h(t',x') dt' d*z'

/5 t—1t") x"Ya(t',x") dt’ dx’
= h(t, x),
was zu zeigen war.
Wir behaupten nun, daf3
Gret(t,x) = 2O(t)D(t,x) (29)

eine GREENsche Funktion — die sogenannte retardierte GREENsche Funktion — ist. Dabei ist
O(z) die wohlbekannte Stufenfunktion

1 fallsz >0
O(z) = =
(@) { 0 sonst.
Um dies zu beweisen, ist fiir G,e; die Bedingung (27) zu zeigen

Zundchst ist 0;Gret(t,x) = c26(t)D(t,x) + c*O(t)D(t,x), was unter dem Integral dasselbe
wie ¢?D(0,x) + ¢*©(t)D(t, z) ist, weiterhin gilt 97 Gret(t x) = d(t)D(t,x) + *O(t) D(t,x), also
= 2§()6(x) + 20(t)D(t, x) Damit gilt OGrey = £07Gret — AGrer = 6(1)d(x) + O(t)(D
2 AD) = §(t)d(x), denn D — 2AD = 0, da — wie schon bemerkt — D eine Losung der
homogenen Wellengleichung ist. Damit ist die Behauptung gezeigt.

Man kann nun analog zeigen, dafl die sogenannte advancierte GREENsche Funktion
Gadv(t,x) = —2O(—t)D(t,x) (30)
ebenso eine Losung von (27) ist. Damit haben wir

D(t, X) = Ci2 (Gret (t, X) - Gadv(ta X)) .

Um iiberhaupt einen Nutzen aus diesen Uberlegungen zu ziehen, haben wir jetzt D (und Giet)
explizit zu berechnen, d.h. es ist die Integration in (21) auszufiihren.

Es war ) )
D(t _ - - = ik(x—y) (piwt 7zwt d3k 21
(hx=¥) = 5 [ e ) 21)
was sich nach Einfiihrung von Kugelkoordinaten (so, dal kx = kx sin ) vereinfacht. Man erhilt
1 L ikasing (Liwt —iwt) 1.2
D(t,x):m/Ee’“ (et — e™™") k? cos 9 dg dif dk
2 ° k2 ikx sin ¥ w/2 iwt iwt
1R SIn wt —ww dk
2-(2m)3 / ick - ikx |e |—”/2 (e e )
1

— _ > ikx _ —ikx iwt _ —iwt
= 2-(2#)2033/0 (e e ) (e e ) dk

1 /°° [(eik(x+ct) n e—ik(z+ct)) _ (eik(x—ct) +e_““(””—“))] i

TR 2
8n%cx J,

- _ 1 oo ik(z+ct) _ ik(z—ct)
- 8r2ex /_oo (e c ) dk

=~ (8] +ct) — 8(}x] —et)
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der Propagator der Wellengleichung (26) lautet also

D(t,x) = —— (5(:: - %) (- M)) . (31)

dme? |x| ¢

Aufgrund der Definition (29) der retardierten GREENschen Funktion ist

L x|

— 2 — _
Gret(tax) =cC @(t)D(t,X) - A |X|6(t c )> (32)
womit eine Losung von (26) wegen (28) also durch
_ex |) .
C 1oyl ! !
f(t,x) // 47r|x—x’| h(x',t") dt' d°x (33)

dargestellt werden kann. Da |x — x'| > 0, geniigt es, die Zeitintegration bis ¢ gehen zu lassen. Fiir
t' > t, also in der Zukunft, wird A auch i.A. nicht bekannt sein. Erst die retardierte GREENsche
Funktion erlaubt also, aus in der Vergangenheit bekanntem h auf f zu schlieflen.

Die Zeitintegration in (33) kann aufilerdem noch ausgefithrt werden. Die ¢-Funktion wird

genau dann singulér, falls t' =t — @, man erhélt also
1 h(x’,t——|x?x’|)
f(t,X) = E / |X_—XI|C d3l'l, (34)

womit wir dieses Kapitel beschlieflen wollen.

11. Energie und Impuls elektromagnetischer Wellen

Im Kapitel 8 haben wir uns Uberlegungen zur Energie des elektromagnetischen Feldes gemacht,
welche uns auf die Gleichung 8(5) fiir die Energiedichte, also auf

W= 817T /(E2+H2)d (1)

filhrten. Diesen Ausdruck wollen nun fiir den Spezialfall elektromagnetischer Wellen berechnen.
Dabei gehen wir von der Form 10(15), der Gleichung

1

F0:%) = Gz [0 b ge o) @

aus, berechnen also [ f?d3z. Wir erhalten

/f2 Pz = 73/2 / (b(k)b(p)ei((wk+wp)t+(k+p)x)

i ((wh —wp)t+(k—p)x)

(
K)b(p)e!((~wrtwp)it(—kip)x)

was sich wegen




zu

/ Pde= L / (b(I)b(p)ei(“*+4») 5 (k + p)

(271.)3/2

+b(k)b* (p)e'“r~r)5(k — p)

+b*(K)b(p)e! T Ter)ts(—k + p)

+b* (k)b* (p)e (s Tl §(k + p) ) d*k d°p,
also

/f2 B = ﬁ / (b(k)b(—k)e*™rt + b(k)b* (k)
+b*(k)b(k) + b*(k)b* (—k)e~ 2« t ) @k (3)

vereinfacht.

Unter Zuhilfenahme dieses Teilergebnisses berechnen wir nun [ E?d*z und [H? d®z.

Dazu setzen wir fir das Vektorpotential

1

/ (a(k)ei(thrkx) +a* (k)efi(thrkx)) Bk (4)

(a vektorwertige Funktion mit komplexen Komponenten) an. Wie in Kapitel 10 gezeigt wurde,
kénnen wir — mit Hilfe der bei gewihlter LORENTZ-Eichung noch bestehenden Eichfreiheit mit
OA = 0 — das skalare Potential ¢ zu ¢ = 0 eichen, dann ist dariiberhinaus auch noch ka(k) = 0.
Stellen wir E und H in der Form (2) dar, so wird b(k) = —%iwa(k) fiir das elektrische Feld E bzw.

c

b(k) = ik x a(k) fir das magnetische Feld H. Damit ergibt sich

1
W=— (/E2d3x+/H2d3x>
81

; K‘ga(k)a(—k) ~ (ke x ak)((~k) x a<—k>>)

G

2 (alia (19 + (i x k)i x (0

8 c?
+2 <0—2a(k)a* (k) + k*a(k)a* (k) — (ka(k))(ka" (k)) ] d’k,
also 2
_ % “ka(iga’ () &'k (4)

Dieser Ausdruck stellt die Energie der Welle dar.

Jetzt beschiftigen wir uns mit dem Impuls des elektromagnetischen Feldes. Die Impulsdichte
Prela des Feldes setzen wir in der Form

preid = 7 E x H (5)
an und berechnen davon die zeitliche Anderung. Es ist

OiPreld = 7 ((BE) x H+ E x §;H)

=4+ (totHxH-%ZjxH-E xrotE). (6)
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Mit
(E x rot E); = ¢;;xE;(rot E)y,
= ¢k EjermOEn
= (6il(5jm - 6im6jl)Ej61Em
= E]&E] - EijEi,

was wegen Bj (E]El) = EiajE]’ + EjajEi =E;divE + EjajEi zZu

(E x rotE); = 16,E* + E; divE — 9;(E;E;)

wird, berechnet sich (6) weiter zu
OtPreld; = —ﬁ (—%@‘(E2 + H?) + 470E; + 0;(E;E;) + 0;(H;H;) — 47”(j X H)z) .
Schliefilich ist also

Oprea; = =0; (—36i;(E> + H?) + E;E; + HiH;) — (0E + 1j x H)

;-
Schreibt man
Tij = 1z (BE; + H;H; — 56;;(E* + H?)) (7)

(MAXWELLscher Spannungstensor) und
K = oE + %j X H = 0tPmech (8)
fir die Kraftdichte, so erhédlt man

O¢(Preld + Pmecn)i — 013 = 0. (9)

Dies stellt einen Erhaltungssatz dar, denn 09;T;; ist — fiir jedes feste i — eine Divergenz.

Logisch kann folgendermaflen argumentiert werden: Man macht fiir die Impulsdichte den
Ansatz (5); er filhrt auf die Gleichung

d¢pred; + (0E + 1j x H); — 9;T;; = 0. (10)

Falls H = 0, so stellt K = gE die Kraftdichte dar, es liegt also nahe, im Falle H # 0 die Grofie
K = oE + %J x H als Kraftdichte anzunehmen. Experimentell kann diese Annahme bestétigt
werden — insgesamt zeigt sich also die Richtigkeit von (5).

12. Der Tensorkalkiil

Nachdem die MAXWELLsche Theorie jetzt dargestellt wurde, wollen wir uns jetzt mit Eigenschaften
dieser Theorie unter bestimmten linearen Raumzeittransformationen vertraut machen. Das notige
Riistzeug soll in diesem Kapitel vermittelt werden.

Zu diesem Zweck beschiftigen wir uns jetzt mit Transformationseigenschaften von Vektoren.
Dazu geben wir uns einen n-dimensionalen Vektorraum mit der Basis {b,} vor. Auflerdem sei
{b},} eine weitere Basis dieses Vektorraumes. Dann existiert genau eine Matrix A = (A,”) mit
det A # 0, sodafl

b, =A,"b,. (1)

Dabei ist x — x' = Ax eine umkehrbare lineare Abbildung auf dem besagten Vektorraum. Wir
wollen solche Abbildungen lineare Transformationen nennen. In (1) und im Folgenden benutzen
wir die EINSTEINsche Summenkonvention in folgender Form: Summiert wird nur iiber Indexpaare,
wobei einer der Indizes oben, der korrespondierende jedoch unten auftreten mufl. Die Anwend-
barkeit dieser Konvention ist fiir uns zunéchst der einzige Grund dafiir, in (1) auch obere Indizes
zu benutzen — und zwischen oberen und unteren Indizes einen Unterschied zu machen.
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Ist A= = (A~1,”) die Inverse von A, so lautet die Umkehrung von (1)
by = A 1,7bl,

denn b), = A,"b, = A,YA~", b} = §, by =b/,, wobei (§,") die Einheitsmatrix bedeutet.

Wir betrachten nun einen beliebigen Vektor x. Dieser besitzt in jeder der Basen eine eindeutige
Koordinatendarstellung {z#} bzw. {z'*}, sodafl

x = z"b, = 2''b),. (2)

Wenn wir nun die Transformation z* — z'* studieren, werden wir feststellen, daf} sie in gewissem
Sinne komplementér zu (1) sein muf}, da x = z#b,, invariant unter der Transformation der z* und
b, sein muf; kurz: Der Vektor x darf nicht von der Basiswahl abhéngen.

Aus der Forderung z#b,, = z''bj, kénnen wir das Transformationsverhalten der z* bei Ba-
sistransformation erhalten: Es ist z*b, = z'*b), = z'"A,"b,, analog wird z'b), = z/b, =
A1, VD!, Insgesamt ist also

= A" = ATV o (3)
beziehungsweise
2 = Aflﬂul,u — AflTuu',L,u_ (4)
Wir fijhren an dieser Stelle die Abkiirzung B := (A~!)T mit welcher sich (4) und (5) in der Form
't =B*, 2" (3)
resp.
= BTI# 2" (4)
schreiben lassen, ein.

Man erkennt also folgendes: Die Basisvektoren transformieren mit A, die Koordinaten mit
A—1T . Dies ist auch der Grund, weshalb an den Basisvektoren die Indizes unten, bei den Koordi-
naten jedoch oben stehen: Dadurch wir der Unterschied im Transformationsverhalten angedeutet.
Oben indizierte Grofien nennt man kontravariant, unten indizierte kovariant.

Im Folgenden werden wir eine Transformation nicht — wie oben — durch einen Basiswechsel,
sondern durch die Transformationsformel (3) fiir die Koordinaten festlegen.

Wir fassen zusammen: Sei eine Transformation durch die Formel fiir die Transformation der
Koordinaten, also durch
' =B, x" (u,v=1...n) (5)

gegeben. Dann heiflen die n GroBlen {A*} ein kontravarianter Vektor, falls bei obiger Koordina-
tentransformation die Groflen A* nach der Formel

Al = B, A 6)

also wie die Koordinaten transformieren. Analog bilden n Grolen {A4,} einen kovarianten Vektor,
falls

A, = (B4, (7)
die Transformationseigenschaften beschreibt.

Diese Definitionen sind so gewéhlt, daf} ein kovarianter Vektor A, zusammen mit einem kon-
travarianten Vektor B* einen Skalar (Skalar im engeren Sinne: muf unter Transformation invariant
sein, d.h. darf seinen Wert nicht &ndern)

s=A,B* (8)
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bilden kann. Man sieht dies durch Ausrechnen, denn

s'= A, B" =B""! " A,B"\B*
=B~'",B"\A,B*
=§"\A,B*
= A\B* = s,

was zu zeigen war.

Wir iiberlegen uns nun, welchen Transformationscharakter Differentialoperatoren zeigen. Die
Transformation sei wieder durch (5) gegeben. Fiir die Differentiale dz# gilt

ozx'*
diL’Iu = W dz¥ = B”V diL'V, (9)
d.h. Differentiale sind kontravariante Groflien. Sie transformieren wie die Koordinaten.
Nun betrachten wir die Operatoren %. Offensichtlich ist
0 ox¥ 0 0

_— = “lyw 2 =
oz'*  Oz'* Ozv ( ) "oy

(Bfl)T v 9

oo (10)

besagte Operatoren transformieren also wie Basisvektoren, es handelt sich um kovariante Grofen,
was der untere Index in der Abkiirzung 0, := % suggerieren soll.

Dieses Konzept konnen wir nun erweitern. Seien dazu A#, B kontravariante Vektoren, dann
untersuchen wir das Transformationsverhalten der 2™ Gréflen

THY .= A*B".
Es ist
T'%7 = A'°B'7 = B¢,A*B?,B"
=B¢,B7,T"".

Man nennt TH¥ einen kontravarianten Tensor 2. Stufe. Wéahlen wir den 2. Vektor kovariant, so
erhalten wir einen Tensor 2. Stufe vom gemischten Typ

T+, = A"B,,.

Dieser transformiert nach
T’QJ — BQM(BT)ila'VT”V-

In diesem Sinne konnen wir nun allgemein den Tensor definieren: n**" Grofien T, ..., "0
bilden einen Tensor (s + r)-ter Stufe, falls ihr Transformationsverhalten durch die Gleichung

o105 (BT—l)le,l . (BT_I)QPMT Bc:ny1 ...B% T ViUs (11)

!
T, velpy-pr

eor

beschrieben wird. Mit (s,7) bezeichnet man den Typ des Tensors.

Man sieht leicht ein, daf} in dieser Definition die Definition der Vektoren als Spezialfall en-
thalten ist — man setzt lediglich s = 0 und » = 1 bzw. s = 1 und r = 0. Ein Vektor ist also
nichts anderes als ein Tensor 1. Stufe. Ein Tensor 0. Stufe, d.h. eine einzige Grofle, die unter
Transformationen invariant ist, heifit ein Skalar.

Tensoren gleicher Stufe und gleichen Typs kann man addieren. Man erhéilt wieder einen
Tensor. Ein Beispiel: Seinen A4,”? und B,”? Tensoren. Dann ist auch C,*? := A4,"% + B,"? ein
Tensor, da die Definitionsgleichung fiir Tensoren linear ist.

Auch Multiplikation ist moéglich: Multipliziert man einen Tensor m-ter Stufe mit einem weit-
eren n-ter Stufe, so erhélt man einen Tensor (m +n)-ter Stufe. Den Beweis wollen wir an folgenden
Beispiel fiihren: Seien C* und D,,” Tensoren. Dann ist auch

A v A v
T,/ :=C"D,
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ein Tensor, denn es gilt
o T _ oy T
T¢" =C"D,

=B2%CMB"),*B",D,”
— Bg/\(BTfl)ouBTVT)\”V,
was zu zeigen war.

Tensoren niedrigerer Stufe erhilt man durch Verjingung (Spurbildung). Man setzt zwei In-
dizes gleich und summiert iiber diese. Folgendes soll wieder der Beweisprobe dienen. Ist 7},,7 ein

Tensor 3. Stufe, so ist
D, =T,"

ein Tensor 1. Stufe bzw. ein Vektor. Dies ist klar, denn
D, =T,,° =BT #B"1,"B%,T,,"
— B_lungTBT_la'VT,uVT
— 6”7'BT_10'UT[1,UT

T—1 v T—1 v
=B™',"T,,* =BT, D,.

Wir definieren nun noch, was wir unter Symmetrie von Tensoren verstehen wollen.

Ein Tensor T*,, — der hier fiir einen beliebigen Tensor stehen soll — heiit symmetrisch
(antisymmetrisch) beziiglich zweier Indizes p und v, falls

T, =T, (T*., =-T",).
Einen Sinn erhélt diese Definition jedoch erst durch folgenden Sachverhalt: Die Symmetrieeigen-

schaften eines Tensors bleiben unter Transformationen erhalten.

Jetzt betrachten wir zwei spezielle Tensoren: Den KRONECKER-Tensor 0,” und den LEVI-
CrvITA-Tensor €q,...ay -

Der KRONECKER-Tensor
(5 v . 1 falls n=v
L= (12)
0 sonst

ist ein Tensor 2. Stufe, denn

(BT 1), B%,6," = B7 (B 1)y =07, = 6,7,

Der e-Tensor oder das LEVI-CIVITA-Symbol €4, ...q, ist ein Tensor k-ter Stufe. Er ist definiert
durch

—1 fiir ungerade Permutationen und (13)

+1 fiir gerade Permutationen (a; - - ay)
5051 e =~
0 sonst.

Mit der LEIBNiZ-Formel zur Berechnung der Determinante einer k& x k-Matrix A
det A = Ag, P Ay, PE (14)
Eaq-ay A€ EB1--Br Nax ag

ist

€88, (BT 70, Pt (BT 71,2t = det(B" " eq, . -
LaBt man bei den Transformationen (5) diejenigen mit det B = £1 zu, so dndert der e-Tensor bei
Transformationen mit det B = —1 sein Vorzeichen, ist also streng genommen kein Tensor. Man
spricht in diesem Falle von einem Pseudotensor. Unter Transformationen mit detB = 1 ist (13)
ein echter Tensor k-ter Stufe.

Um dem am Anfang des Kapitels erwahnten Vektorraum eine Metrik aufzuprigen, definieren
wir nun das Skalarprodukt zweier Vektoren x und y durch

x-y = (z"by)(y"by)

15
— 2iy’b, - by, (15)
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was sich nach Einfiihrung des metrischen Tensors
Guv = b,b, (16)

in der Form
Xy = 2"y" g0 (17)

schreibt. Der metrische Tensor ist invertierbar, man setzt

(9") = (9u) ™", (18)
der Tensor g"” ist also invers zum metrischen Tensor, es gilt

gp)\g}\U = 6”1/- (19)
Hier nun ein Beispiel. Im 3-dimensionalen euklidischen Raum ist
xy =Y @'y,
i

der metrische Tensor lautet also

1 00
(9i;) =10 1 0| =(d;),
0 0 1
das Skalarprodukt damit o
xy = z'y’ gij.

Wir interessieren uns nun fiir die Teilmenge der linearen Transformationen, die dieses Skalarpro-
dukt invariant lassen, mit denen also x'y’ = xy fiir beliebige Vektoren gilt. Daraus erhélt man

x'y' —xy = a"y"6;; — 2ty ou
= Bikkajlyléij — Cﬂkyl(skl

= (Bi1B9,6;; — Or)aky =0,

also die Forderung
B'B=1 (20)

an die Transformationsmatrizen. Die Menge dieser Matrizen bildet zusammen mit der Matrizen-
multiplikation eine Gruppe. Im 3-dimensionalen heifit diese Gruppe O(3). Matrizen, die (20)
erfiillen heiflen orthogonale Matrizen. Die Elemente von O(3) sind Drehungen, Spiegelungen und
Kombinationen daraus.

Bei der Definition der Tensoren im 3-dimensionalen euklidischen Raum schrinkt man jetzt die
Menge der zugelassenen Transformationen auf die Gruppe O(3) ein — der “gréfiten” Transforma-
tionsgruppe, unter der g;; ein Tensor ist, anders ausgedriickt: Unter der das Skalarprodukt eine
Invariante darstellt. Das Skalarprodukt — oder der metrische Tensor — legt damit eine Transfor-
mationsgruppe fest. Diese Gruppe wiederum dient zur Definition von Tensoren. Da der metrische
Tensor damit stets ein echter Tensor ist, wird

Ty = gijl‘j (21)

ein kovarianter Vektor. Mit dem metrischen Tensor kénnen also kovariante Gréflen in kontravari-
ante — und umgekehrt — umgewandelt werden.
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13. LORENTZ-Transformationen

Wir sind jetzt geriistet, zu untersuchen, welche linearen Transformationen die MAXWELL-Gleich-
ungen forminvariant lassen.

Aus den MAXWELL-Gleichungen lassen sich Gleichungen der Form

Of =0, (1)

Wellengleichungen herleiten. f ist eine Funktion der vierdimensionalen Raumzeit (z°,z!, 22, 23)

mit 2° := ct. Wir postulieren nun, daf8 in jedem Inertialsystem die MAXWELL-Gleichungen gle-
ichermaflen gelten, oder, anders ausgedriickt, daf3 sich mittels elektromagnetischer Erscheinungen
kein Inertialsystem vor einem anderen auszeichnen 1dfit. Gilt die Wellengleichung fiir ein Feld in
einem Inertialsystem S, so auch in einem dazu gleichférmig und geradlinig bewegten Bezugssystem,
einem weiteren Inertialsystem S’. In S’ gilt dann

lel — 0

Ist f ein skalares Feld, so ist f' = f. Offenbar missen wir also fordern, dafl die Transformation
den Quabla-Operator invariant 1a8t, d.h., daf}

o=0o (2)
gelten muf. Schreibt man z° = ct, so lautet der Quabla-Operator

02 02 02 02

0= 9292 Hpl2  Hx22 932’

was mit der (inversen) Metrik

() =

coor
o
|
—

in der Form

0 0

- Ok Ox”

U (4)
geschrieben werden kann.

Wir wollen die Menge der Transformationen, die den Quabla-Operator forminvariant lassen,
LORENTZ- Transformationen nennen. Mit der Matrix (A*,) (das “Lambda” soll an “LORENTZ”

erinnern) lauten sie
't = AF, 2. (5)

Um diese Matrix zu bestimmen, haben wir

o 0
[ — v
0= oz’ ax’”nu
0 0
—A—le 7 A-lo 7 _pv
A uaxé’A el
! a a o —
= et e ="

zu fordern. Dies liefert
n?7 = A QuA71 7o,

was durch Multiplikation von links mit A®,A”, (und natiirlich Summation iiber ¢ und o) zu
AaQABUnga' — AagAfl guAﬂoAfl Jyn;u/
— B v
=d0,m"
=8
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wird. Schreibt man dies mit Matrizen A = (A*,) und n = (n*¥ ), so erhélt man die Definitions-
gleichung der LORENTZ-Transformationen

AnAT = . (6)
Alle Matrizen, die diese Gleichung erfiillen, sind damit Transformationsmatrizen von LORENTZ-

Transformationen.

Daraus ziehen wir nun einige Folgerungen. Zunichst ist det(AnAT) = det A detndet AT =
det n det® A < det n, also det® A = 1 oder

det A = £1. (7)

Die Transformationsdeterminante zerlegt die Menge aller LORENTZ-Transformationen also in 2
Klassen: Ist det A = +1, so spricht man von eigentlichen LORENTZ-Transformationen, deren
Gesamtheit man mit L; bezeichnet. Bei den uneigentlichen LORENTZ-Transformationen L_ ist
det A = —1.

Mittels der 0-0-Komponente der Transformationsmatrix zerlegt man weiter: Wegen (6) gilt
AT o 0, A" 6 = 100

oder o
ATOOAOO _ Z ATOzAzO =1,
A

also

(A%)* =1+ Z(Ai0)2, (8)

d.h. es ist stets |A00| > 1. Man bezeichnet die LORENTZz-Transformationen mit A% > +1 als
ortochron, da sie die Zeitrichtung ungeéndert lassen. LT ist die Gesamtheit dieser; L+ die Menge
der LORENTZ-Transformationen mit A% < —1. Die wichtigsten LORENTZ-Transformationen sind
aus

Ll ={A€L:detA=+1AAN% > +1}, (9)

die sogenannten eigentlichen ortochronen LORENTZ- Transformationen.

Wir wollen zeigen, daf3 L eine Gruppe ist. Zunéchst ist L bzgl. der Multiplikation abgeschlossen,
da mit AM und A® auch A®) := AWA®) Gleichung (6) erfiillt. Die Multiplikation ist assozia-
tiv, I ist Eins; mit A ist auch A~! aus L, denn det A # 0 und A~! € L, da (6) dquivalent zu
n=A"tn(A"H)T ist.

Wichtige Untergruppen von L sind — dies sei nur bemerkt, nicht aber bewiesen — die
eigentlichen ortochronen LORENTZ-Transformationen sowie die Raumdrehungen

mit R € O(3).

Eine Teilmenge von Ll 148t sich — mit dem Parameter v — in der Form

Yy By 00
- 00

Al) = 57 0 10 (10
0 0 0 1

mit f = v/c und v = 1/4/1 — 2 darstellen. Es handelt sich bei der Transformation um einen
Bezugssystemwechsel von einem Inertialsystem S in das beziiglich diesem System mit der Geschwindigkeit
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v in x-Richtung gleichférmig und geradlinig bewegte inertiale Bezugssystem S’. Konkret haben die
Transformationsgleichungen also die Gestalt

0_ v,l
10 x caj
V1—v?/c?
1 v .0
r — T
" c
V1—v?/c? (1)
/221,2
/3_1,3

Um zu beweisen, daf} dies eine LORENTZ-Transformation ist, hat man nur AyA” = 5 nachzupriifen.

Wir untersuchen nun den Grenzfall ¢ — co. Dann gehen die obigen Gleichungen mit z° = ct
in
th=t

11 1

(12)
r =x —ut

iber. Dies ist die aus der nicht-relativistischen Mechanik bekannte GALILEI-Transformation.

14. Elektrodynamik in kovarianter Form

Zu diesem Kapitel zunéchst einige einfiihrende Bemerkungen. Eines der Grundpostulate der
speziellen Relativitatstheorie, das Relativititsprinzip besagt, dafl alle Inertialsysteme gleichberechtigte
Beobachterstandpunkte sind, daf§ in allen dieselben Naturgesetze gelten. Anders ausgedriickt
heifit dies, dafl die Naturgesetze keines der Inertialsysteme vor einem anderen auszeichnen. Die
Transformation von einem inertialen Bezugssystem in ein anderes bewerkstelligen wir mit einer
LoRreNTZ-Transformation. Das Relativitdtsprinzip fordert also, dal Naturgesetze unter LORENTZ-
Transformationen ihre Form beibehalten. Man spricht von Forminvarianz oder Kovarianz von Gle-
ichungen beziiglich der LORENTZ-Transformationen. Die MAXWELL-Gleichungen sind forminvari-
ant unter LORENTZ-Transformationen, sie zeichnen keines der zulédssigen Beobachterstandpunkte
vor einem anderen solchen aus. Dies ist klar, wenn die MAXWELL-Gleichungen in Form von Tensor-
gleichungen dargestellt werden kénnen — womit wir auch schon das Programm fiir dieses Kapitel
héatten.

Wir schreiben also die Gleichungen der Elektrodynamik im Vakuum

=0 1)
OA" =0
in der LORENTZ-Eichung
10 +divA =0 (2)

in kovarianter Form. Mit 2° := ¢t wird aus (2) die Gleichung
dod + ;A" = 0.
Setzt man also A% := ¢, so folgt aus (2) die LORENTZ-Eichung in Tensorschreibweise
O, A" =0. (3)
Da die 0,, einen kovarianten Vektor bilden, miissen die A* also wie ein kontravarianter Vierervektor

transformieren. Wir nennen

At = (¢, A) (4)

das Viererpotential. Dies lautet in der kovarianten Form
A,u = anAV = (¢7 _A)
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Die Potentialgleichungen lauten in Anwesenheit von Stromen und Ladungen

47
e 6
5
OA — 4_7Tj_
C

Fiihrt man 7° := cp ein, so kénnen diese in der Form

4T
DA” = ?]IJ« (6)

geschrieben werden. Auf der linken Seite von (6) steht ein Vierervektor. Da (6) aber in jedem
zuldssigen Bezugssystem gelten muf, folgt daraus, daf§ auch

7= (co,j) (7)

ein Vierervektor ist. Man spricht vom Viererstrom.

Damit haben wir die Potentialgleichungen (5) in kovariante Form gebracht. Machen wir einen
Bezugssystemwechsel von S in ein anderes Inertialsystem S’, so hat die Gleichung (6) dort immer
noch die gleiche Form. In S’ gilt dann némlich

DA = 4z . (6")

Die neuen Vektorfelder A'* und jy'* haben dort zwar andere Gestalt — da (A*) und (y*) Vier-
ervektoren sind, gilt
A= AR, AV

ebenso fiir # —, die Gleichung (6') hat jedoch dieselbe Form wie (6). Anders ausgedriickt: Mittels
den Phénomenen, die (6) beschreibt, konnen wir die Inertialsysteme S und S’ nicht unterscheiden.
Die Form von Gleichung (6) dndert sich nicht unter einer LORENTZ-Transformation; Forminvarianz
ist Symmetrie.

Wir wollen jetzt das elektromagnetische Feld in einer kovarianten Grofle zusammenfassen. Die
Feldstarken entstehen durch Differentiation aus den Potentialen, wir versuchen also, ob uns der
Ansatz

F,, =0,A4, — 0,4, (8)

zum Ziel fiihrt. Dies ist — wie wir sehen werden — tatsachlich der Fall. Man nennt den antisym-
metrischen Tensor F,,, den Feldstirketensor.

Offensichtlich 148t die Eichtransformation, die sich jetzt in der Form
AP — AP 400 f
schreibt (es gilt O* = n**d, = (09, —0;)), den Feldstirketensor invariant, denn
Fuy = Ou(A” + 0" f) — 0, (A* + 0" f)

=0,A” — 0,A" = F,,,.

Wir berechnen jetzt die Komponenten des Feldstirketensors unter Verwendung der Gleichun-
gen
H=rotA und

9
E= —%&A—gradqﬁ. ©)

Zunéchst gilt aufgrund der Definition des Feldstéarketensors
Fyg = F11 = Fys = F33 = 0.
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Fir die Fy; erhalten wir '
Foi = 00 A; — 0;Ag = Oo(—A") — 0;A°
o . 0
cot 6$l¢

Die restlichen Komponenten ergeben sich zu

F12 = 61A2 — 62A1 = —61142 + 62141
= —(rot A)?® = -H?
Fi3 = —0,A% + 0;A' = H?

und
Fog = —0, A% + 9; A% = —H'.

Es sei bemerkt, dafl die dreidimensionalen “Vektoren” keine Vektoren im Sinne des Tensorkalkiils
in der vierdimensionalen Raumzeit mit dem metrischen Tensor 13(3) sind. Damit ist auch gle-
ichgiiltig, ob man den Index oben oder unten schreibt.

Insgesamt finden wir fiir den Feldstéirketensor also

0 E; E, E;
| -BE, 0 -H* H?
(F;w) - _E2 H3 0 _Hl ’ (10)

“E; -H2 H' 0

zusammengefaflt
FOi = Ei, Fij = —Eiijk. (11)

Es sei an dieser Stelle noch einmal daran erinnert, dafl arabische Indizes stets von 1...3 und
griechische von 0. . .3 laufen.

Aus (10) berechnet man leicht den Feldstirketensor in kontravarianter Schreibweise: Es ist
PW = o By = 1 Fg 72" = (") (Fy) (7)) also

0 -E, -E, -E;
E, 0 -H} H
E, H> 0 -H!
E; -H2 H' 0

() =

oder ' By
FOZ = —Ei, Fl] = —Eiijk.

Wegen der Definition des Feldstérketensors F),, gilt — wie man leicht durch Nachrechnen
bestatigt — die Identitét
OpF v + 0,F, 4 +0,F,, =0. (12)

Auf der linken Seite dieser Gleichung steht ein Tensor 3. Stufe, (12) wiirde demnach 4% = 64
Gleichungen beinhalten. Ist jedoch u = v, u = ¢ oder v = p, so verschwindet die linke Seite triv-
ialerweise, da F},, antisymmetrisch ist. Es muf} also p # v # g sein, iibrig bleiben 4 Gleichungen:

(n=1Lv=20=3):

O3 F15 + 01 Fp3 + 05 F3 = —(0sH? + 9, H' + 8,;H?) = — divH = 0;
(L=0,r=2,0=3):

O3 Fys + 0o Fos + 02 F39 = O3Ey — OgH! — 0, E3) = —%&Hl — (rot E)* =0,

die 2 anderen Gleichungen ((013) bzw. (012)) sind die 2 weiteren Komponenten von rotE =
—18:H. Also ist die Identitét (12) dquivalent zu den Gleichungen

divH =0 (13)
rotE + 19,H =0, (14)
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den homogenen MAXWELL-Gleichungen.

Wir wollen (12) noch einfacher schreiben. Dazu kontrahieren wir den Tensor 0,F),, mit dem
e-Tensor €72"", was — nach Multiplikation mit 1/2 — den Tensor 1. Stufe

170 9, F (15)

liefert. Sei nun ¢ = 0. Sind dann zwei der Indizes g, i und v gleich, so verschwindet der e-Tensor.
Es bleiben also 6 Summanden, wobei o, 4 und v die 6 verschiedenen Permutationen von 1,2,3
annehmen. Da e7"0,F), = €7?"*0,F,, wegen der Antisymmetrie von €”?*" und F),,, erhélt
man in diesem Falle

%809’“/691‘7#,, =01 F53 + 0sF31 + 03F12 =0

wegen der Identitdt (12). Der Tensor (15) stellt fiir o = 1,2,3 die linken Seiten der anderen 4
unabhingigen Identitdten von (12) dar, insgesamt gilt also

Levow g F,, = 0. (16)

Diese Gleichung ist — nach den obigen Uberlegungen — #quivalent zur Identitét (12).

Man definiert nun den zu einem Tensor F,, dualen Tensor F**” durch die Festsetzung
F*# .= LehveoF, . (17)

Da der e-Tensor ein Pseudotensor ist, gilt dies auch fiir den zu einem Tensor dualen Tensor.

Mit dem dualen Tensor schreibt sich (16) in der Form
0,F*%° =0. (18)

Diese Gleichung — die wegen der Aquivalenz zu (12) die 2 homogenen MAXWELL-Gleichungen
darstellt — hat gegeniiber der Identitét (12) den Vorzug, dafl man sofort sieht, daf sie 4 Gleichun-
gen beinhaltet, da ja auf der linken Seite ein Pseudotensor 1. Stufe, also ein Pseudovektor steht.
Es sei bemerkt, dafl F**” antisymmetrisch ist. Man priift dies leicht nach.

Wir wollen jetzt einige Bemerkungen iiber den e-Tensor anschlieen und danach F**¥ berech-
nen.

Wir definieren €,,,, durch die Festsetzung
£0123 ‘= +1, (19)

und, dafl ¢ total (d.h. in allen Indexpaaren) antisymmetrisch ist. Der kontravarianten e-Tensor
folgt durch wiederholte Kontraktion mit dem metrischen Tensor zu

£BY8 naunﬁvn’wndcfauuw
=l eyt gt ot e, 20)
= det nT EaBrs
= —€aBys-
Ebenso definieren wir den e-Tensor 3. Stufe €;;%. Da gk = gijr gilt glik €iji = €ijk€iji = 20k1.
Weiterhin ist ¥ = g;;1 = egij1, = —°“* wegen (20).

Nach diesen Vorbemerkungen soll F*#*¥ berechnet werden. Es ist

Froi %Eoiijjk
=~} i
= %Eijk&?jlel
=§H =H',
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und mit 4,5 # 0:
Fri — %Sljlekl
1/.ij0k ij kO
= 5(8” FOk + 6” FkO)
_ 1 _0ijk
= & " (For, — Fo)
= EOiij()k = —EijkEk.

Damit ist — nach Kontraktionen mit g, :

* 3 . * k
FOi = —I‘IZ 5 F = —EijkE ,

ij
oder

0o -H' -H> -B°
H! 0 -E3 E?
H> E3 0 —E!
H> -E?> E! 0

Die Dualititstransformation F, — Fj;, transtormiert also

* p—
F,, =

(E,H) —» (—H,E).

Nach diesen Betrachtungen schreiben wir die inhomogenen MAXWELL-Gleichungen

divE = 47mp

4
rot H — %&E = ?ﬂ-J

in kovarianter Form. Mit dem Vierervektor

7" = (co,j)
lauten diese
O, F"h = 2y, (19)
Um dies zu zeigen, sei 4 = 0. Dann lautet (19)
OLF'0 4 0, F?° 4 93 F3° = divE = 4np,
mit p =1 wird
80F01 + 82F21 + 83F31
= -19,E" + 0,H® - 9;H?
= (rot H)! — %8tE1 = 47“j1.
Man erhélt also genau die homogenen Gleichungen.
Zusammenfassend konnen wir die MAXWELL-Gleichungen jetzt also in der Form
0,F*%7 =0
o, F"" = 4m ]u
schreiben, wobei F'*¥ der Feldstarketensor, F**¥ der zu diesem duale Tensor und j* der Vier-
erstromvektor ist.

Zum Abschlufl dieses Kapitels leiten wir noch 2 Invarianten des Feldstarketensors her. Dies
sind
F"F,, =2(H*-E?)
und

F**F,, = 4EH.

Die Grofien H?2 — E2 und EH bleiben also bei Bezugssystemtransformationen erhalten. Da F*#”
ein Pseudotensor ist, ist EH ein Pseudoskalar; bei Spiegelung dndert EH also sein Vorzeichen.
Die Aussagen E L H oder |E| = |H] sind also Invariant. Gilt eine invariante Aussage in einem
Inertialsystem S, so auch in allen anderen inertialen Bezugssystemen.
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15. Kovarianter LAGRANGE-Formalismus

In der Mechanik haben wir das HAMILTONsche Prinzip kennengelernt. Dieses besagt, daf} bes-
timmten mechanischen Systemen eine Funktion

L(qu ql))

die sogenannte LAGRANGE-Funktion zugeordnet ist, sodafl die Losung §;(t) der Bewegungsgle-
ichungen bei vorgegebenen Randwerten g;(¢1), ¢;(t1), ¢;(t2) und ¢;(t=) das Wirkungsintegral
to
W= [ Llg,q)dt (1)

t1

extremal macht. Als notwendige Bedingung hierfiir haben wir die EULER-LAGRANGEschen Gle-
ichungen

Zar 5 =0 @

hergeleitet.

Die LAGRANGE-Funktion eines freien Teilchens im Potential V' (x) ist durch

gegeben.

Diesen Formalismus wollen wir nun so abandern, daf3 er relativistisch kovariant wird. Dazu
miissen wir iiber einen Skalar integrieren. Wir wéhlen das durch

ds® = (d2")? — dx* (3)

definierte Raumzeitdifferential ds, das — wie wir schon gesehen haben — unter LORENTZ-Transfor-
mationen invariant ist, also in der Tat einen Skalar darstellt. Es gilt also

ds® = ds".

Wir machen — mit a als zu bestimmender Konstante — also folgenden Ansatz:

s2
W = a/ ds.
s1

ds = Vds? = \/(dz0)? — dx?
=dz®\/1 — (dx/dx0)?
=cy/1—v2/c?dt

s2
W = ac/ V1—=v2/cdt.
S1

Dieser wird mit

zu

Um a zu bestimmen, wollen wir die Tatsache benutzen, daf3 dies im Grenzfall ¢ — oo mit der
Wirkung der NEWTONschen Mechanik iibereinstimmen mufl. Wegen

1 2
\/1—v2/c2:1——v—+---

2 2

wird — nach Weglassen des konstanten Anteils, der die Bewegungsgleichungen nicht beriihrt —

la 2, L [m 4
W s 2c/v dt—/2v dt.
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Daraus erhalten wir die Konstante a zu
a = —mec.
Fiir ein freies relativistisches Teilchen lautet die LAGRANGE-Funktion somit
L=-me/1-v2]e, (4)

die Wirkung berechnet sich nach
82
W:—mc2/ V1—=v2/c2dt. (5)
S1

Daraus folgen — mittels der EULER-LAGRANGEschen Gleichungen — die Bewegungsgleichun-

gen. Mit '
oc 0 oc mu’

AR Ay ey

lauten die kovarianten Bewegungsgleichungen fiir ein freies relativistisches Teilchen also

7

muv’

d
e ——
dt \/1—v2/c?
Die Energie berechnen wir mit der HAMILTON-Funktion
H = plql - L (7)

zu

2
H=—"Y +me?y/1—v2/c?
V1—v2/c?

mc?

- e (8)

Um die Ubereinstimmung mit der NEWTONschen Mechanik festzustellen, entwickeln wir wieder

die Wurzel und erhalten

1
’H:mc2+§mv2+---,
was — bis auf die Konstante — mit der Energie der NEwTONschen Mechanik iibereinstimmt.

Im Anschlufl an die Berechnung der Energie konstruieren wir nun eine wichtige Invariante. Es

ist
2 m?et
1 —v2/e?
und
5 mV?
Pr=1- v2/c2’
also L
c_2E2 —p? =m?c. 9)

Diese Gleichung heifit relativistische Dispersionsrelation. Man schreibt sie auch in der Form E? =
p2c? + m?ct. Die Ruhemasse m ist ein Skalar, damit also

1 2 2
R

eine Invariante. Anders ausgedriickt ist



ein Vierervektor, denn
pupt = E2/c2 —p? =inv.

Man nennt ihn den FEnergie-Impuls-Vierervektor.

Dieses Ergebnis kann man auch auf anderem Wege erhalten. Die Vierergeschwindigkeit

ist wegen
dxtdx ds?
ufu,, = L= =1
ds? ds?
ein Vierervektor mit den Raumkoordinaten
dxt dxt 1 vl

Ui:

x
ds — o/T=vZ/2dt c\/T-vZ/cZ

damit also
pt = mcu’.

Die Zeitkoordinate ist

0
uozcilizl/ﬂ/l_vQ/cQ,
s

also

E = mcd°.

Mit u# ist aber auch ‘
p* = meut = (E/e,p*)

ein Vierervektor.

Wie wir gesehen haben, lautet die Wirkung fiir ein freies Teilchen

Wy = —mc/ ds.

Jetzt wollen wir ein elektromagnetisches Feld zulassen, d.h. das Teilchen soll sich in einem elek-
tromagnetischen Feld befinden und mit diesem wechselwirken. Dann ist die Wirkung

W:W0+b/ Ay da*, (11)

wobei b eine noch niher zu bestimmende Konstante ist. Mittels dz® = ¢dt und dz* = dd—“ti dt = vt dt
schreibt sich (11) in der Form

W =W, + b/(CA() + A/Uz) dt. (12)

Um b zu bestimmen, nehmen wir A; = 0 an — wir wollen also nur ein elektrisches Feld zulassen
— und erhalten dann den 2. Summanden in (11) zu

bc/¢dt,

da Ag = ¢. Im klassischen Fall ist dies die potentielle Energie des Teilchens, da Lyja.ss = T — U.
Wegen U = q¢ wird also b = —¢q/c, damit

W =W, —%/A,de“. (13)
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Insgesamt haben wir also fiir ein Teilchen im elektromagnetischen Feld die LAGRANGE-Funktion
L=—-mc*\/1—-v2/c® + %Av—q¢, (14)

wobei A* = (¢, A) benutzt wurde.

Aus (14) sollen nun noch die Bewegungsgleichungen eines Teilchens im elektromagnetischen
Feld berechnet werden. Es ist

oL ¢ .
Dpi = E((&AJ)UJ - c@,q&)
Ans or  oc
9= _ 11y
ot oui P + cAZ
folgt
doL . q q
T oo P + EatAi + . 05 Ai,

insgesamt also

d oL oL

dt it O

= pz + %@A, + %Ujain — %((BZAJ)U] — Calgﬁ)
=pi+ q(@#b + %BtAl) + %(vain — vaiAj)
=pi —q(E + v x H);,
denn

(V X I‘I)Z = Eiijij = €ijk’l}j(r0t A)k
= €ijkEImkVj Ol Am
= UjaiAj — Ujain.

Die aus der LAGRANGE-Funktion folgende Bewegungsgleichung lautet damit

p=qE+ v xH).

16. Elektrostatik im Medium

Bisher haben wir uns nur mit der Elektrostatik in Anwesenheit von Ladungen und Leitern beschéf-
tigt. Dabei lauteten die das Feld bestimmenden MAXWELL-Gleichungen

divE = 47mp (1)
und rotE =0. (2)
Die Effekte dichter Medien haben wir bewufit aufler Acht gelassen. Diese Liicke soll jetzt ausgefiillt

werden. Dazu zerlegen wir die Ladungsverteilung in eine explizite — uns direkt zugangliche —
Ladungsverteilung gexpi, und einer gemittelten Ladungsverteilung ¢ fiir das Medium, mit

0 = 0+ Qexpl- (3)

Wir fordern, dafl die Medien insgesamt elektrisch neutral sein sollen, mit anderen Worten
_ 3
/ od’z =0. (4)
Die Ladungsverteilung g besitze das Potential ¢, d.h. es sei

A ¢ = —4mp, (5)
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damit aber 5(y)
- oy
o= / =22 @3y,
x -yl
Gilt o = 0 auBlerhalb eines bestimmten Gebietes und ist x weit weg von diesem, so konnen wir das
Potential entwickeln, es wird unter Beriicksichtigung von (4)

9 1 = Vari 73
axim)/g(yw d’y +

0 1

= Gai

-1t

(x) = —(
)di+...

mit dem Dipolmoment d. Die Ladungsverteilung g innerhalb eines kleinen Gebietes 148t sich also
durch einen Dipol ndhern. Zerlegt man das Medium in lauter kleine Gebiete, so kann man jedes
davon durch solch einen Dipol ersetzen. Wir wollen das Medium jetzt durch die Verteilung dieser
Dipole, der Polarisationsdichte P*(y) beschreiben. Wir erhalten dann fiir das Potential

- 0 1 i 3
5= axi/|x_y|P(y>d y.

Um einen Zusammenhang zwischen g und P? zu erhalten, leiten wir daraus die Ladungsverteilung
0 her: Es ist
- L Aaz_1 0 1 i 3
0=—1-0¢= 15 AzWP (y)d’y
a’_/
=—4nd(x—y)

0 i
- _8m’P (X)7

also
o= —divP. (6)

Wegen [ gd®z = 0 folgt mit dem GAuUssschen Satz [ divP d®z = [P dF = 0, P verschwindet also
im Unendlichen. Der Zusammenhang zwischen d und P ist

d' = /gxi dx = —/divai dx = /Pi(x) 3z,
——
8;Pi
wobei letztere Gleichung durch partielle Integration folgt. P ist also die Dichte der Dipole.
Das P-Feld kann man in die MAXWELL-Gleichungen einfiihren. Aus

divE = 47 (gexpl + 0) = 4T 0expl — div4nP

folgt
div(E + 47P) = 47 gexpi- (7)

Man nennt die Grofle
D:=E + 47P (8)

die dielektrische Verschiebung. Der Vorteil der zu (7) dquivalenten Gleichung

divD = 47 gexpi 9)
gegeniiber der Gleichung (1) ist die Tatsache, daf} in (9) die gemittelte — und unter Umstinden
uns gar nicht zugéngliche — Ladungsverteilung ¢ nicht mehr erscheint. Die Gleichungen der

Elektrostatik lauten jetzt

divD = gexpl (10)
rot E = 0. (11)
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Zur Losung dieser Gleichungen mufl man jedoch den Zusammenhang D(E) kennen.

Wir machen jetzt zwei Aussagen iiber das Verhalten der Felder E und D an Grenzflichen.
Wegen (11) ist

?{Eds =0. (12)

Betrachtet man den Integrationsweg in Abb. 16.1, so sieht man, dafl aus (11) sofort die Tatsache
folgt, dafl die Tangentialkomponente von E an einer Grenzflache stetig ist, also

E| stetig an Grenzflichen. (13)

Sei an der Grenzflache gexpr = 0. Dann folgt aus div D = 0 die Integralbeziehung

fDszo,

welche auf das Integrationsgebiet in Abb. 16.2 angewandt, die Tatsache
D stetig an Grenzflachen (14)

ans Licht zieht.

Den Zusammenhang P(E) wollen wir — idealisierend — als linear annehmen, d.h. es sei
P=kxE, (k>0) (15)
wobel k die dielektrische Suszeptibilitdt ist. Fiir D wird dann
D =E + 47P = (1 + 47k)E,
mit der Dielektrizititskonstante € = 1 + 4wk also
D=cE. (¢>1) (16)

Dies bedeutet, dafl — wegen der Stetigkeit von D an Grenzflichen — die Grofle eE | stetig ist.

Fir gexpt kann man ein Analogon zur PoOI1SSON-Gleichung niederschreiben. Wegen E =
—grad ¢ ist D = —e grad ¢, was mit divID = 47 exp1 7u

div(e grad ¢) = —47 gexpl (17)

wird. Dabei ist € i.A. vom Ort abhéngig, d.h. ein Feld.

An dieser Stelle 148t sich noch etwas iiber die gemittelte Ladungsverteilung g aussagen: Ist
divD = 0, so wird
0=—divP = —divkE
-1 1le—-1
€ e-ly

E=—-div—
T 1V47r 15

= —div

1 1 1
— div(=D) = —Dgrade.
1v(6 ) 1, Derade

Ist e konstant, so folgt daraus g = 0. Es ist also nur an Grenzflichen, wo sich ¢ dndert, g # 0.

Als Beispiel zur Anwendung von (17) sei folgende Aufgabe gestellt: Gegeben sind zwei
Halbrdume V5 (z > 0) und V< (2 < 0), in denen sich Stoffe mit den Dielektrizititskonstanten
gz (in Vo) und &; (in V5) befinden. Desweiteren befinde sich in V5 am Orte a = (0,0, a) eine
Punktladung ¢q. Dann gilt

1A ¢s = —4mgd(x — a) in V5 und
exNpe =0  in V..
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Diese Gleichungen sind unter Beachtung der Randbedingungen
Dy, E| stetigan z =0

zu 16sen. Dazu zunéchst zur ersten Gleichung. Wir denken uns bei —a eine Spiegelladung ¢,

womit
609 = = (L4 ) (1)

e1 \|x—al |x+al

wird. Um die Gleichung fiir V. zu l6sen, setzen wir in a eine Ladung ¢" an, welche

"

pe() = ——L (19)

Tak-a
liefert. Die Stetigkeit von D in z = 0 fordert

9¢>  _  O¢<

51@ |z:0— EQW |z:07

was wegen
0 1 z—a 0 1 z+a

und — = -
0z |x +a x + al’

9zlx—al  |x-af
durch
a—q¢=4q" (20)
gewihrleistet wird. Die Stetigkeit von E) liefert iiber

o 1 x o 1 x
— = - und  —— = -
Oz |x — a| Ix —al® Oz |x + a| Ix +al®

dann
q+q q (21)

Die Bedingungen (20) und (21) sind gleichzeitig erfiillbar. Auflésung des Gleichungssystemes ergibt

q = €1 — €2
€1+ €2
22’:‘2
" __
1 €1 +€2Q-

17. Dispersion

In Medien hingt — wie die Erfahrung zeigt — die Dielektrizitdtskonstante € in nicht unbetricht-
lichem Mafle von der Frequenz der durchtretenden Welle ab. Diese Abhingigkeit soll in diesem
Kapitel untersucht werden.

Um den Zusammenhang zwischen E und D zu formulieren, transformieren wir die Felder in
den Frequenzraum, schreiben also

D(t,x) = \/LQ_W/e_Mf)(w,x) dw (1)

und

E(t,x) = \/% / e~ (w, ) dw. (2)

Dann driickt sich die Frequenzabhéngigkeit von ¢ in der Gleichung

D(w,x) = £(w)E(w, x) (3)
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aus. Es gilt also
1 . .
D(t,x) = Nir /e_’“’ts(w)E(w,x) dw.
Setzt man darin )
E(w,x) = Ner /ei“’t’E(t',x) dt’,

so 148t sich der Zusammenhang zwischen D und E durch

D(t,x) = % //e*i“(t*t’)s(w)E(t',x) dt' dw

ausdriicken, was sich mit

c(t—t) = \/LQ_W / =) 200 duo (@)

D(t,x) = \/% /s(t —t"E(t',x) dt’ (5)

vereinfacht.

Diese Rechnung hétte man auch fiir 1 + 47« an Stelle von € durchfiihren kénnen, was den zu
€ = 1+ 4wk analogen Ausdruck

et—t)=0(t—t)+4rk(t —1t') (6)

geliefert hitte. Dieser ermdglicht es uns, P mit E durch

P(t,x) = / w(t — VBt %) di’ (7)

zu verkniipfen. Da P nur durch das in der Vergangenheit liegende E bestimmt wird, muf} x(¢ —¢')
fir t' > t verschwinden. Man nennt

K(r) =0  fiir 7 <0 (8)

eine Kausalititsforderung. Die FT von k ist also
S . S .
flw) = / e tr(t) dt = — /0 et i (t) dt. 9)
— 00

Wir betrachten nun #(w) als Funktion von komplexem w und zeigen zunéchst, dafl #(w) auf
der oberen Halbebene (Imw > 0) analytisch (oder holomorph) ist. Mit w = w; + iws wird der
Integrand zu

et (t)e w2t (10)

Dabei ist, falls w in der OHE liegt, e “2* € [0,1]. #(w) existiert also in der OHE und ist damit
dort auch analytisch.

Nach der CAucHYschen Integralformel gilt damit fiir jeden Punkt w innerhalb einer geschlosse-

nen Kurve in der OHE .,
fi(w) = ﬁ/ AW g (11)

w —w

Integrationsweg sei die reelle Achse und ein unendlich grofSer Halbkreis in der OHE. Wir addieren
im Nenner —ie, ¢ > 0. Damit kann die Formel in der Form

f(w) = ﬁ/ﬂdw' (12)

w —w—1e

auch noch fiir reelle w benutzt werden; die Singularitit des Integranden von (11) bei w’' =w € R
wird damit umgangen, sie liegt jetzt bei w’ = w+ie. Man kann (12) auch als Symbol fiir (11) und
den in Abb. 17.1 dargestellten Integrationsweg betrachten.
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Wir wahlen den in Abb. 17.1 dargestellten Integrationsweg und berechnen das Integral. Der
Anteil auf dem Halbkreis verschwindet, denn parametrisiert man w' = w + Re, t € [0, 7], so ist
dw' = iRe' dt und

~7 it
R(w") iRe
dw'
!
/Halbkreis W —w

i Re't dt
/0 k(w + Re )R ‘
z/ fi(w-l-Re“)dt‘ (13)
0

<im max |fi(w + Reit)| — 0 falls R — oo.
te(0,m)

Bezeichnet man den kleinen Halbkreis (um w mit Radius d) mit Hs, so bleibt

/w f(:jl)— ie du’ = = jm (/ /:;) %d‘”’ +/Hs f,(C_UIZU dw'. (14)

Hat eine Funktion f(z) nur einen Pol — und zwar 1. Ordnung — auf der reellen Achse bei zg, so
definiert man den Hauptwert des Integrals [ f(x)dz durch

P/_Z () de = lim (/_Z_af(x) dm+/;6f(x) da:> . (15)

Nun berechnen wir fH ) dw'. Mit w' = w + e, t € [r,27] und dw' = ide® dt ist

w’

~ ! ~ it
/ ’”””,(“") d' = / E(Lie)i&e_“dt—)iwk(w) falls & — 0. (16)
oy W —w o, oe?

Insgesamt ist also

/L')_dw' = P/de’+im%(w). (17)

w —w—ie w —w

Wegen &(w) = [ F(w')d(w — w') dw' schreibt man (17) auch in symbolischer Form

1 1
. Y 1
; 25_1 7 +Z715(w—w) ( 8)

Gleichung (12) liefert damit

o !
A(w) = ﬁp/—ﬁ(fldw’-&%k(w)

also

o0 -~ !
Fw) = LP / LCONpNY (20)
und mit € = 47k + 1 erhdlt man die Dispersionsbeziehung

® Z(w') —1
w —w

Ew)—-1==LP dw'. (20)

—00

Diese verkniipft Real- und Imaginérteil von £(w) — 1, denn man erhilt aus (20)

Re é(w )—1+MP/ %dw’ (21)
w —w
resp.
. ® Reé(w') —1
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Man nennt diese Beziehungen die KRAMERS-KRONIG-Relationen.

Als Beispiel soll nun ein Modell, das eine e(w)-Funktion liefert, vorgestellt werden. Es handelt
sich um das Oszillatormodell fiir die Dielektrizitatskonstante. Man denkt sich das Dielektrikum als
aus lauter mikroskopischen Oszillatoren zusammengestellt, die hier durch mittels einer harmonis-
chen Kraft gebundene Elektronen realisiert sind. Offensichtlich lautet die Bewegungsgleichung
eines solchen Oszillators

m(% + 7% + wix) = —eEo(t), (23)

dabei ist v eine Konstante, die die Dampfung beschreibt. Haben wir es speziell mit einer linear
polarisierten, ebenen monochromatischen Welle zu tun, so konkretisiert sich (23) zu
iwt

m(# 4+ v + wiz) = —eFpe™

Der Ansatz z(t) = Ae~™! liefert dann

m(—w? —iwy + wi)A = —eEy,
also ist E
€ 0
A= T mw? —w?—i
0 yw

Der Oszillator stellt einen Dipol mit Dipolmoment

62 E()
d:—ex:—ﬁ
mwy — W — 1yw

iwt

dar. Wir nehmen nun an, daf§ sich in einer Volumeneinheit N Molekiile mit je Z Elektronen
befinden. Die Beriicksichtigung der verschiedenen Bindungskréfte der Elektronen in einem Molekiil
— f; Elektronen pro Molekiil sollen die Bindungsfrequenz w; besitzen — fiihrt dann auf die Formel

62 fj
P=—NY —7 —FE
m 7 woj—w — YW

=K

fiir die Polarisation (Dipolmomentdichte), woraus mit ¢ = 1 + 47k sofort

folgt. Die Pole von e(w) liegen wegen «; > 0 in der unteren Halbebene.

18. Elektrodynamik im Medium

Bisher haben wir die MAXWELL-Gleichungen nur im Vakuum benutzt. Sie gelten aber auch in An-
wesenheit von Materie; doch ist dann das Medium iiber seine innere Struktur zu beriicksichtigen.
Da dies wegen der vielen geladenen Teilchen aber kaum exakt mdoglich ist, fiihrt man makroskopis-
che Felder ein, die diese innere Struktur des Mediums beriicksichtigen. Die makroskopischen
MAXWELL-Gleichungen mit diesen Feldern wollen wir nicht streng herleiten, sondern nur nieder-
schreiben und heuristisch begriinden.

Zunichst die homogenen Gleichungen fiir E und H. Diese gelten natiirlich auch makroskopisch.

Es ist
divH=0

und rot E + %&H =0.

Nun fiihren wir die Felder D und B als makroskopische Felder fiir E und H ein. Mit diesen
ist
divD =4mp
rotB — %8,5D = %j,

92



wobei g und j jetzt nur die freien Ladungen bzw. Stréme bezeichnen. Im Prinzip halten wir damit
die makroskopischen MAXWELL-Gleichungen schon auf der Hand. Man bezeichnet jedoch meistens
das mikroskopische magnetische Feld mit B und das makroskopische mit H. Wir vertauschen also
die Bezeichnungen und erhalten

divD = 4mp
tH - 19,D = 47
e (1)
divB=0

rot E + %atB =0.

Auflerdem wollen wir zwischen den jeweiligen sich entsprechenden Feldern einen linearen Zusam-
menhang annehmen:
D =c¢E,

B =uH. @

Die Erfahrung zeigt, dafl bei elektromagnetischen Wellen € und p i.A. von der Frequenz derer
abhéngen. Deshalb betrachten wir die MAXWELL-Gleichungen (1) im Frequenz-Ortsraum. Es ist

D(tx) = = [ Dleo,x)e™" do,
analog fiir die anderen Felder. Transformation der 1. Gleichung von (1)

0 = leD — 47TQ = le(\/%—ﬂ' /]j(w,x)efi“)t dOJ) — % é(w,x)efiwt dCU)

:ﬁ;/mwﬁ—4@k%mmu:o
ergibt
divD(w, x) = 47p(w, x).
Die letzte der Gleichungen (1)

0=rotE+19,B = div(\/% <r0t/E(w,x)ei“’t dw) + 10, /ﬁ(w,x)e*i“’t dw)

= \/%7 /(rotf) - %iwﬁ)e_i“’t dw =0
liefert
rot E(w,x) = LiwB(w,x).

Insgesamt erhélt man aus dem System (1) die Gleichungen

divD = 479
rot H + LiwD = 47 ‘)
divB =0

rot E — LiwB =0,

und fiir die linearen Zusammenhénge
D =c(w)E

- N 4
B = p(w)H. @

Sei nun p, j = 0, damit auch g, j = 0. Fiir diesen Fall leiten wir die Wellengleichung her. Einerseits
ist
rotrot E = graddivE — AE = — AE,
~——

=0
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andererseits . ~ ~
rotrot E = Liwrot B = Liwpurot H

= %iwu(—%iw)sﬁ
= 2ok,

02
Die Wellengleichung lautet also
2 .
(A +‘;’—25u) E

0, (5)

ebenso fiir H.

Der Ansatz y o
E(t,x) = Egellkx—=t) (6)

fihrt, eingesetzt in die Wellengleichung, iiber
—k? + ‘;’—js,u =0
mit n? = eu zur Forderung
W= k25 = kP (7)
Offensichtlich ist damit v = ¢/n die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle im Medium mit (g, u).
Mit -
E = Eoei(kx—wt)
ﬁ — ﬁoei(kx—wt)
folgen aus divE = 0 und div H = 0 die Gleichungen
kE, = 0; kH, = 0. (8)

Es sind also sowohl Eq als auch Hy senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Welle; damit liegt eine
transversale Welle vor.

Aus rot E = LiwpH folgt
ik x EO = %/,LI:IO

- k-
Hoz\/%meo (9)

_ k-
N
By = \/Z|k| x H,, (10)

oder
und wegen rot H = —2¢E gilt

was die Annahme

E, H, k paarweise orthogonal
beweist. AuBerdem folgt aus (9) bzw. (10), daB E und H in Phase sind.

Mit den MAXWELL-Gleichungen 148t sich schnell eine Aussage iiber das Verhalten von elektro-
magnetischen Feldern an Grenzflichen zwischen zwei verschiedenen Medien machen. Dazu braucht
man nur die Integralsétze.

Uberlegen wir uns das Verhalten der zur Grenzfliche senkrechten Komponente des D-Feldes
D, . Wie in Abb. 18.1 gezeigt, wihlen wir als Integrationsvolumen V' eine Dose der Dicke ¢ > 0.
Es seien keine freien Ladungen innerhalb V'; dann ist

Oz/dideV: D dF = ().
Vv oV

Im Grenzfall e — 0 ist der Mantel der Dose zu vernachléssigen. An den Dosendeckeln habe D
den Wert DS}) bzw. Df). Dann erweitern wir die Gleichungskette zu



Dies bedeutet, dal D an der Grenzfléche stetig ist. Auf genau dieselbe Weise lehrt uns div B = 0,
daBl auch B, an der Grenzflache stetig ist.

Um einen ahnlichen Schlufl mittels
rot H — %BtD = %j

zu vollziehen, wéhlen wir eine Integrationsfliche nach Abb. 18.2. In Abwesenheit von Stromen
freier Ladungen gilt

O:/(rotH—%atD)dF: Hds—/athF:(*)_
A A

A

Lassen wir die Breite der Schleife gegen Null gehen, so verschwindet das 2. Integral. Mit der zur
Grenzfliche parallelen Komponente H) von H ist dann

(+) = @) —H) =0,

es ist also H| stetig an der Grenzfliche, was wegen rot E + %8tB = 0 auch fiir E) gilt. Zusam-
mengefafit: Es sind
D, By, E| und Hj stetig (11)

an Grenzflachen.

Zum Schlufl noch kurz etwas zur Energie. Nimmt man die Zusammenhénge D(E) und B(H)
als linear an, so ist die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes im Medium

w = - (ED + BH). (12)
Ahnliche Rechnung wie in Kapitel 8 fiihrt auf den POYNTING-Vektor
S= ExH. (13)

Man kommt auf (12), indem man die 2. Gleichung von (1) mit E multipliziert, das Produkt der
4. Gleichung von (1) mit H davon subtrahiert und einige Umformungen vornimmt.

19. Ebene Wellen an Grenzflachen: Die FRESNELschen Formeln

Im letzten Kapitel haben wir uns {iber die MAXWELLschen Gleichungen im Medium

divD = 4mp

divB =0 (1)
rotE + 9B =0
rot H- 19,D = 12

bei linearen Zusammenhingen

D =¢E (2)
B=uH

Gedanken gemacht. Wir haben gesehen, daf3 die ebene Welle
E(t,x) = Egellkx—t) (3)

fiir w = £|k|; n = /Ep eine Losung von (1) und (2) darstellt. Weiterhin haben wir aus (1)
gefolgert, dafl an Grenzflichen die Komponenten

DL, BL, EH und H” (4)
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der Felder stetig sind. Mit diesem Wissen bewaffnet wollen wir uns iiberlegen, wie sich eine ebene
Welle an einer Grenzfliche verhélt. Zur Veranschaulichung halten wir uns dazu Abb. 19.1 vor
Augen. Die Welle A trifft auf die Grenzfliche zwischen zwei Medien der Brechzahlen n resp. n'.
Zu erwarten ist eine reflektierte sowie eine transmittierte Welle — mit B und C bezeichnet.

Die einfallende Welle sei durch
E — E()Bi(kX7Wt),

die transmittierte durch
E = Eb@i(klx_wlt)

und die reflektierte durch
| DI Egei(k”x_w”t).

bezeichnet. Dann betrigt die elektrische Feldstirke im Gebiet I
EI —E+E'= Eoei(kxfwt) + Egei(k”xfw”t),

im Gebiet TT o
EII —F = E{)el(k X—w t).

Damit E|| an der Grenzfliche iiberhaupt stetig sein kann, muf} zunéchst

gelten. Da aber w = = |k|, folgt daraus

k| = [k"|
und

1kl _n

K|

Weiterhin muf3 an der Grenzflache (z = 0)
kx =k'x =k"x

fiir beliebige x gelten. Daraus folgt
ky =k, =kl

sowie
o
ky = ky = ky,

ganz speziell also die Moglichkeit, die x-z-Ebene so zu legen, dal die k-Vektoren darin liegen,
womit dann deren y-Komponenten verschwinden. Wir haben dann

ksina = k'sina’ = k" sina”,

woraus wegen k = k' das Reflexionsgesetz

sowie das Brechungsgesetz

=>=2 6)

folgen.

Dies waren die sogenannten kinematischen Eigenschaften der Welle an einer Grenzflache, auf
welche wir die dynamischen folgen lassen wollen.

Dazu seien zweckmiBligerweise zwei Fille betrachtet. Zunichst nehmen wir an, Eg liege in
der Finfallsebene, der durch die k-Vektoren aufgespannten Ebene. Stetigkeit von E, liefert iiber

!
—FEycosa + Ef cosa” = —E{ cosa’
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(Eo = |E|,, gestrichene analog) die Beziehung
(Eo — E{f)cosa = Ejcosa’. (7)
Analog erhalten wir aus der Stetigkeit von D,
esina(Ey + Ey) = €' E|sina’,

daraus schliellich mittels des Brechungsgesetzes

JEFo+ B = /2By ®)

Eliminiert man E{ aus (7) und (8), so st68t man nach Gleichsetzen auf den Ausdruck

Ey 2cosa

Zo _ : :
Eo ’;z, cosa + cosa’

welcher durch Erweiterung mit nn' unter Berlicksichtigung von

! n/

e'u
e n

und

n'cosal = vVn'2 —n?sin?a’ = Vn'2 — n2sina

wegen (6) zu
Ey 2nn’ cos a )
Eo 5n’2 cosa + nyvn'2 —n?sin?a
wird. Dies ist eine der FRESNELschen Formeln. Die zweite dieser Formeln erhalt man durch
Elimination von E| aus (7) und (8). Sehr ahnliche Rechnung wie oben fithrt auf

EY ﬁnm cosa —n\/n'? —n2?sin’ a
- = (10)

Eo ﬁn@ cosa + nvn'2 —n?sin® a

Eine wichtige Folgerung aus dieser Formel basiert auf der Tatsache, dal (10) fiir o # 0 zu Null
werden kann. Dies ist — unter der Annahme p = pu' — der Fall, wenn

n'? cosap = ny/n'2 — n?sin® ap. (11)

Quadriert man diese Gleichung, dividiert durch cos®> ap und setzt 1/ cos®? ap = 1 + tan® ap, so
folgt

tanap = % (12)

Ist also der Einfallswinkel einer Welle, bei der Eg in der Einfallsebene liegt gleich dem BREWSTER-
Winkel ag, so tritt keine Reflektion auf.

Der zweite Fall liegt vor, wenn E( senkrecht auf der Einfallsebene steht. Dann erhalten wir
durch analoge Betrachtung die FRESNEL-Formeln

!
&: 2n cos o _ (13)
Ey ncosa-l—ﬁ n'2 —n?sin’ «

und

El' mnmcosa— ﬁ n'2 — n2sin’ a (14
— = ) 14
Eo  pcosa+ ﬁ n'2 — n2sin’
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In diesem Fall kann E{/Ey; — wie durch kurze Rechnung zeigt — nicht Null werden. Schickt
man also eine Welle unter dem BREWSTER-Winkel auf eine Grenzflache, so verschwindet der zur
Einfallsebene parallele Anteil der Amplitude der reflektierten Welle, nicht jedoch der senkrechte
Anteil; mit anderen Worten: Die Welle wird polarisiert.

Jetzt noch einige Uberlegungen zur Polarisation. Gegeben sei eine ebene Welle
E = Eoei(kxfwt) (15)

wobei Eq ein Vektor mit komplexen Komponenten ist. Das Quadrat von Ey wird i.A. eine komplexe
Zahl sein. Mit a = —(arg E3)/2 und ¢ = |Eo|” (a, ¢ € R) existiert die Darstellung

El = oe 2,
Damit ist das Quadrat des komplexen Vektors
b = Ege'®

reell und gleich dem Betragsquadrat von Eg, denn
b2 — (Eoeia)Q — EgGQia =p.

Das bedeutet, dal — falls man b = b; + iby mit reellen Vektoren b, und by schreibt — die
Relation
b1b2 - 0

besteht. Stellen wir nun (15) in der Form

E= bei(kx—wt—a)

dar. Wegen E(y L k sind b;, by und k paarweise senkrecht. Dies ermdglicht es uns, ein Koordi-
natensystem so zu wiahlen, daf§ die Darstellungen by = (b1,0,0), by = (0,b2,0) und k = (0,0, k)
bestehen. In diesem Koordinatensystem ist

ReE, = b; cos(kx — wt — a) und
ReE, = Fbysin(kx — wt — a).

Jetzt unterscheiden wir 2 Félle. Ist by = 0 oder by = 0, so reden wir von einer linear polarisierten
Welle; im Falle b; # 0 und by # 0 gilt

Re’E, Re’E,
+ 2
bi b3

wir sprechen von einer elliptisch polarisierten Welle.

20. Losung der Wellengleichung mittels FOURIER-Transfor-
mation

Die Wellengleichung in relativistisch kovarianter Form
OAH = 4z 40 (1)

in LORENTZ-Eichung
OuA" =0

wollen wir in diesem Kapitel mittels der Methode der FOURIER-Transformation sowie der Funk-
tionentheorie 16sen.
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Wir gehen wie schon 6fters praktiziert vor, benutzen die GREENsche Funktion, die durch die
Gleichung
OD(z) = 6*(x) = 6(x)d(x")o(2?)0(x>). (2)

definiert sei. Dabei stehe die Variable z fiir die Gesamtheit der z#. Offenbar gilt dann
0.D(x —z') = 6*(z — ').
Ist A°* eine beliebige Losung der homogenen Gleichung, so haben wir durch
At(z) =42 /D(a? — ') (2") d*x’ + A% () (3)
die Gesamtheit der Losungen von (1) vorliegen. Dies zeigt man leicht, es ist
0, 4#(@) = 4 [ 0,0 ) () %! + DA% (@)

__ 4r 4 4 _Ar

=4 [ 5o — ) (@) d' = 2 ).
Unsere Aufgabe ist damit geldst, wenn uns die GREENsche Funktion D(z) von (1) bekannt ist.

Um diese zu berechnen, benutzen wir — wie schon angekiindigt — die Methode der FOURIER-
Transformation, transformieren also (2) in Raum und Zeit. Wir erinnern uns an die Darstellung

der §-Funktion )
0(z) = — /e_“”” dk,
2T

um 0*(z) mit k -z := koz® + - -+ + k32® in der Form
64 _ 1 —ik-x d4k 4
(ZL’) - (271')4 € ( )

darzustellen. Die GREENsche Funktion und ihre in Raum und Zeit FOURIER-Transformierte hingen
durch

D(z) = ﬁ /D(k)e*ik'w d*k (5)

zusammen. Damit wird (2) zu

/ ((27r)2l~)(k)|:|e—ik~x _ e—ik~z) d'k = 0.

Der Integrand muf} also Null sein, da uns die Umkehrtransformation lehrt, da8 der Integrand die
Transformierte von Null ist. Nach Ausfiihrung der Differentiation bleibt

1

(=3 +R)DE) = s

wobei
RE=K =k + k5 + k5.

Die FoURIER-Transformierte von (2) ist also

mm:@#péﬁ. (6)

Durch Riicktransformation wollen wir daraus D(x) berechnen. Es ist

D(z) = (2711_)4 /D(k)e—ik-m Ak

; (7)
1 / ik / e*lkgzo 5
= e " dko d’k.
(2m)? K2 — k2
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Zur Berechnung von (7) beginnen wir mit dem Integral

o0 e—ikomo
/ T ®)

— 00

Der Integrand hat Singularititen bei £x. Wir 16sen das Integral durch Wegintegration in der
komplexen ko-Ebene. Dazu betrachten wir den Integrationsweg in Abb. 20.1. Er besteht aus der
reellen Achse und einem Halbkreis im Unendlichen in der oberen Halbebene; bezeichnen wir einen
Halbkreis um 0 mit Radius r in der OHE mit C,, so ist C% ein Teil des Integrationweges. Nach
dem Residuensatz ist

—ikomo
/ 5 dko = 270> Residuen. (9)
C

2 _ 1.2
tUR K kg

Wegen

efizo Re ko ezo Im ko
. dko
N,

/ e—iko’
— dko
2 2 2 2

of w7 = ko K? — kg

61‘0 Im ko

<7r

g -0 fiir r — oo (10)

und der Nichtnegativitit von Im kg verschwindet das Integral entlang C%, falls nur 2% < 0 ist,
denn damit bleibt e®’ Imko < 1. Ist 2° > 0, so wihlen wir den Integrationsweg entlang C UR
in Abb. 20.2. Auch in diesem Falle verschwindet das Integral iiber den Halbkreis — jetzt der
Halbkreis in der unteren Halbebene —, denn mit 20 > 0 und Im ko < 0 ist e* ™k < 1 auf CZ.

Die Berechnung des Integrals (8) fiihren wir hier fiir den Fall ° > 0 aus. Fiir 2° < 0 geht das
analog.

Mit
e—ikomo eimso
R = 11
komox —(ko — R)(ko +#) 2k (1
und
e*ikgzo efimto
R =— 12
knek — (ko — k) (ko + k) 2% (12)

wird wegen (9) und (10) unter Beriicksichtigung, daf§ der Integrationsweg RUC, negativ orientiert
ist,

oo —ikox® .
e e ;.0 0
/ dko _ (eznz — o ikz )

— 0 I‘C2 - kg K (13)
= " sink2’.
K
Mit (7) fortfahrend ist damit
1 1oy Sin K20
D(z) = —— —ilex T P 14
(@) = e [ (14)

Die Einfiihrung eines kartesischen Koordinatensystemes so, daf die z-Achse parallel zu x zu liegen
kommt, liefert unter Verwendung von Kugelkoodinaten die Substitution kx = & |x|sin ¢ und d*k =
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k2 cos ¥ dp di dk, womit (14) z

1 7l'/2 (o] . .
@ ) / / e ikIXIsin Y og 9 sin ka® v drk
™

w/2
oo . . w/2
(27T)'L2 | | / ‘e—zn\x\smﬁ o sin K,ZL'O dk
i /oo (6 ik|x| _ ein\x|) l (enmo _ e—inmo) dk
INCORE] ) X| 2i
= 2| | / m 2°—|x|) fin(z0+\x\) _ ein(z°+|x|) + efin(m07|x\) dk
812 |x

- in(z®—|x|) _ gin(z"+|x))y 4
871'2 ] /700(6 e ) dk

_L .’L‘O—X — l‘O X
= e 06 = Ixl) = 8a® + D)

wird. Da wir 2% > 0 vorausgesetzt haben, ist §(2° + |x|) = 0, die retardierte GREENsche Funktion
D,et(z) des D’ALEMBERT-Operators lautet also

1
D, =——0(2° - 1
o) = Jrprola® —Ix)), (15)
oder — nach Vornahme der Riicksubstitution —
1 0 0
Dyet, = mfs((ﬂ? —2") =[x —x'|). (16)
In (3) eingesetzt, erhélt man
iow
At(z) =1 |i Exx),|6(a:0 -2 — |x - x'|) d*s’, (17)
was nach Integration iiber z'° zu
1 [ = x=x] %)
At(z) = E/ m— d’z’' (18)

wird. Durch Addition der allgemeinen Losung A% (z) der homogenen Gleichung DA% (z) = 0
erhalten wir aus (18) die allgemeine Losung der Wellengleichung (1).

An dieser Stelle ist noch die Diskussion einer wichtigen Eigenschaft von (18) angebracht. Um
an einem Raumpunkt x das Viererpotential aus dem Viererstrom nach (18) zu berechnen, brauchen
wir nur den Viererstrom auf dem in der Vergangenheit liegenden Lichtkegel von x zu kennen,
2’0 = 20 —|x — x| ist die Gleichung von diesem. Durch diese sog. Retardierung in (18) manifestiert
sich also die Nahewirkung: Die Wirkung breitet sich nicht Augenblicklich, sondern mit endlicher
Geschwindigkeit aus. In einem der ersten Kapitel haben wir die Elektrostatik besprochen, welche
einen zeitunabhingigen Problemkreis behandelt; genauso verhilt es sich mit der Magnetostatik.
Die dort gefundenen Losungen der — spezialisierten — Feldgleichungen kénnen wir leicht aus (18)
herauskristallisieren.

Wir setzen Zeitunabhéngigkeit — oder, mit anderen Worten, Symmetrie unter Zeittranslation
— bei den vorkommenden Raumzeitfunktionen voraus.

Fiir die Elektrostatik wihlt man aus (1) die Gleichung mit p = 0, welche mit A° = ¢ und
7° = cp sich in der Po1ssoN-Gleichung der Elektrostatik

Ap=—4mp (19)

offenbart. Es sei bemerkt, dafl bei gewdhlter LORENTZ-Eichung und Zeitunabhéngigkeit der Felder
diese — automatisch — CouLOMB-geeicht sind, denn die Zeitunabhéngigkeit macht aus —Btgo +
div A = 0 die Forderung div A = 0.
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Auch in (18) wihlen wir die Komponente mit u = 0. Da o(z° — |x — x'|,x’) = o(2°,x') —
wegen der Zeittranslationssymmetrie — erhalten wir das erwartete Resultat

o(x) = / | )f’(_xx)| P (20)

Fiir die Magnetostatik erhédlt man als Losung von

AA=-17j (21)

c

die Integralformel

i) s
A=1 d 22
e -
welche, was angemerkt sei, mittels H = rot A in eine Integralformel zur Berechnung von H aus j
— dem Gesetz von BIOT-SAVART — iibergeht.

Diese Formeln lassen die Retardierung vermissen — man hat den Eindruck einer Fernwirkung,
einer instantanen Ausbreitung der Wirkung —, was aber, wie die Spezialisierung aus (18) zeigt,
ein Trugschluf ist.

21. Ausstrahlung elektromagnetischer Wellen

Wir geben uns in diesem Kapitel ein Feld j* vor — das auflerhalb einer Kugel mit Radius
R verschwinden soll —, mit dem Ziel, das Feld A*, das dadurch erzeugt wird — zumindest
ndherungsweise — zu berechnen. Im vorigen Kapitel wurde dazu die Losung
Ha — x — x|, x')
Aty =1 [1 2 P 1
@ =1 [ EEE v ()
der Wellengleichung
__ 4m
OAF = T]u (2)
in LORENTZ-Eichung
B A" =0 (3)

hergeleitet.

Sei also j#(2'°,x') = 0 Vx' ¢ Kgr. Der Aufpunkt x, an dem wir das Vektorfeld des Vier-
erpotentials berechnen wollen, sei weit auflerhalb dieser Kugel, d.h. es gelte |x| > R > |x'|. Mit
r = |x| und x = x/ |x]| ist dann

x —x'| = V(x —x')?
’ 112
:7‘\/1—2)A(X—+ |X2|
r r
XI

Nr— XX,

womit in diesem Falle (1) durch

Al (z) =1L

c

/](wo—r—l-fcx’,x’) Lo

r —xx'

gendhert werden kann. Auch diese Naherung soll noch weiter vereinfacht werden. Aus der Tatsache,
dafl xx’ im Nenner gegen r vernachlassigt werden kann, folgt der Ausdruck

1
e = o [ = ) (4)
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der im Folgenden verwendet werden soll. Wir erinnern uns, daf§ |x| 3> R vorausgesetzt wurde;
man spricht von der Fernzone.

Mit dem jetzt durch (4) gegebenen A*(z) kann das Interesse nach den elektromagnetischen
Feldern befriedigt werden. Es ist H = rot A; unter Beachtung von rot pa = prota — a x grad ¢
wird damit

[x]

. 6

= ﬁ /rOtj(a?O — x|+ xx',x") d®2" + |x| A(2°,x) x W
X

H= C‘x‘ I“Ot/j(l‘o — x|+ xx',x") d®2" — |x| A(2°,x) x grad &

Die Rotation berechnet sich zu

(rot§)i = €ijuOjir = €ijiOojr - 0;(z° — |x| + xx")
giji(grad(z® — x| + %x")); (0od)k
(grad(z” — x| + xx") x (80j))i,

was wegen
grad(z® — |x| + X =gt _T‘x(lkxl) N —X
in der Form
rotj = (Ooj) X X
geschrieben werden kann. In (5) eingesetzt, wird
H = (0,A) x x = 19,A x %, (6)

falls man den 2. Summanden in (5) weglift, was sich dadurch rechtfertigt, daf er oc 1/7? ist. Da
diese Betrachtungen sowieso nur in gentigend grofler Entfernung von der Quelle gilt, haben wir
niherungsweise ebene Wellen, fiir welche in Kapitel 18 (Formel 18(10)) die Beziehung

E=Hxx

hergeleitet wurde. Damit ist wegen (6)

E = 1(5A x %) x x. (7)
Dies fordert auch schon die gewédhlte LORENTZ-Eichung (3), wie folgende kleine Rechnung zeigt:

E = —grad¢ — 19,A

= ~1@0)x - LA

= (divA)x — 19,A%

= l(Xat ))A( - —atAX

=1(5A xx) x %.
Dabei wurde der Operator grad der 0-ten Komponente der Gleichung (4) berechnet, welcher

grad ¢ = %fcatqb liefert; Anwendung der LORENTZ-Eichung und die Divergenz von (4) in der Form
div A = %f(@tA fiihren dann auf das Ergebnis.

Mit (6) und 18(10) erhalten wir den POYNTING-Vektor
S=L£ExH= (Hxx)xH—iH2§c
= £ [(8:A)? — (%9,A)%] %

Bezeichnet man dI die Intensitéit bzw. den Energiestrom der durch das Flichenelement dF = r2 dQ)
stromt, so wird

ir
atA X X)

471'0(

dI = |S| dF = |S|r? dQ
= Z [(8;A)* — (%0,;A)?] dQ

47rc

=15 </8t3d3 " /x8t3d3 " >
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Damit ein System Energie abstrahlen kann, muf} also ein sich &ndernder Strom vorhanden sein.

Diese Ergebnisse spezialisieren wir nun fiir einen Dipol. Mit j = pv wird wegen (4)
1 1
A —— . ! d3 ! ——— ~r.
or /J(X ) or ;%Vza
wobei die Retardierung vernachléssigt wurde. Wegen

d = Z qiX; (8)

ist )
A:Cl—rd,
womit R
dxx
H=1% )
und ..
d x % .
E:C%( X X) X X (10)
r

wird. Ladungen strahlen also nur, wenn sie beschleunigt werden. Den POYNTING-Vektor erhalt
man zu

S L1 1Y
was mit ¥ = /(x,d) zu
1 ‘("1‘2sin219
Sl=r 3% —

wird.

Bei einem abgeschlossenen System von Ladungstrigern ist

d= &mlrl

. (2
(3

Unabhingigkeit des Quotienten ¢;/m; von dem einzelnen Ladungstriger vereinfacht diese Gle-

ichung zu
q q
d= E Zm,r, = ERS,
k3

wobei Rg der Schwerpunktsvektor ist. Benutzt man nun den Satz von der Erhaltung der Schwer-
punktsgeschwindigkeit, so sieht man, daf die fiir die Strahlung mafigebende zweite Zeitableitung
von d verschwindet. Dies bedeutet, dafl ein sich selbst iiberlassenes Elektronengas keine Dipol-
strahlung emittiert.
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