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Zusammenfassung

Im vorliegenden Artikel werden die wichtigsten Aussagen Einsteins Spezieller
Relativitdtstheorie (SRT) durch geometrische Konstruktion hergeleitet. Damit wird
ein Zugang zur SRT fast ganz ochne mathematische Formegiich. AuRerdem
bietet die Methode einen neuen Blickwinkal 8chon in die SRT eingeweihte.

Einleitung

Die Spezielle Relativétstheorie (SRT) besaltigt sich ganz allgemein mit den phy-
sikalischen Aspekten von Raum und Zeit. Sie legt damit eine Grundlagkd ande-

ren physikalischen Theorien. Historisch hat die SRT die damals vorherrschenden und
hauptsichlich von Newton stammenden Vorstellungen von Raum und Zeit revolutio-
niert. In Folge muf3te die Newtonsche Mechaulileiholt werden, was im Rahmen der
Relativititstheorie geschehenist. Auch die damals noch junge Quantenmechanik muf3-
te auf die neuen Grundlagen angepasst werden. Lediglich Maxwells Elektrodynamik
hat die Umvelzungen ohnénderungeniberstanden.

Die Spezielle Relativétstheorie beschreilphysikalische Vorgange in Inertial sy-
stemen. EinlInertialsystem(1S) ist ein Bezugssystem, in dem déawtonsche Tr agheits-
gesetz gilt. Dieses besagt, dal3 sich eimigér, auf den keine Kraft wirkggeradlinig
gleichformig! bewegt. Als Konsequenz bewegen sich zwei Inertialsysteme relativ zu-
einander mit konstanter Geschwindigkeit.

Ein antriebslos weit weg von Massen im Weltall fliegendes Raumschiff ist ein Bei-
spiel flir ein Inertialsystem. Experimente in diesem Raumschiff zeigen, gdtekise
Korper sich geradlinig gleicbfinig bewegerf. Auch ein Labor auf der Erde ist ein IS.
Allerdings muf? man dann den EinfluR der Erde auf das Experimentkschtigen
und die Erdanziehungskraft sowiedffieitskafte® “herausrechnen”.

Die Physik in ISen ist ein weites Feld. Wir werden uns hier nur mit der Kinematik
und Elementarem aus der Dynamik von Massenpunkten befasseitd3ie physikali-
sche Theorie, die mit den Aussagen der Speziellen RekstitEorie zusammenpasst,
die Maxwellsche Elektrodynamik, muf3 leider aussen vor bleiben.

1d.h. mit nach Betrag und Richtung konstanter Geschwindigkeit

2Um genau zu sein, muR man definieren, was die Begriffaftkits” und “geradlinig gleichdiimig”
bedeuten. Den zweiten Begriff kann man nur unter zuhilfenahme eines rechtwinldigeriatien Koordi-
natensystemes und einer Uhr beurteilen

3z.B. die Corioliskraft

© Dr. Thomas Stronmww. t homas- st rohm de
$ld: SRTgeo.tex 31 2005-12-18 18:37:48Z thonmas $ 1



Prinzipien der Speziellen Relativitatstheorie

Im Zentrum der SRT stehen zwei grundlegende Prinzipien, die wie Axiome den logi-
schen Aufbau der Theoriewdfen. Das erste ist das

() Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Licht bewegt sich in je-
dem Inertialsystem mit der Lichtgeschwindigkeit

Um das zu verdeutlichen (siehe Abb. 1): ein Beobachtsitzt in einem sich laftefrei
bewegenden Raumschiff im Weltall (das Inertialsystem und schickt einen Licht-
blitz in eine Raumrichtung los. Eine im Inertialsystdmp durchgetihrte Geschwin-
digkeitsmessung ergibt die Lichtgeschwindigkeitm Moment, in dem der Lichtblitz
losgeschickt wird, fliegt ein Raumschiff mit dem BeobachBr(Inertialsystem/;;)

mit konstanter Geschwindigkeit vaii2 in der Richtung des Lichtblitzes an Beobach-
ter B vorbei. Der Insass8’ des vorbeifliegenden Raumschiffs misst die Ausbreitungs-
geschwindigkeit des voB ausgesandten Lichtblitzest erhalt ebenfalls die Lichtge-

schwindigkeit ¢!
=i __ 775
= Vo2
Er
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Abbildung 1: Zum Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit (siehe Text)

Dies ist eine bemerkenswerte Feststellung. Nach der klassischen, Newtonschen
Mechanik sollte vom bewegten Raumschiff aus die Geschwindigkeit des Lichtblitzes
zuc/2 gemessen werden. Dies ist jedoch nicht so. Getreu dem Prinzip der Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit resultiert als Geschwindigkeit. Das Prinzip wurde in zahlrei-
chen Experimenten in grof3er Genauigkeit gt (zur klassischen Theorie der Licht-
ausbreitung und dem epochemachenden, diese Vorstellung widerlegenden Experiment,
siehe Anhang A).

Das zweite grundlegende Prinzip der SRT handelt von der

(I1) Gleichwertigkeit von Inertialsystemen: Die physikalischen Gesetze sehen
in allen Inertialsystemen gleich aus.

Mit anderen Worten heil3t das, daf? es kein Inertialsystem gibt, das vor einem anderen
ausgezeichnetaré. Macht man Experimente in einem Raumschiff, egal ob dieses sich
im Weltall weitab von den achsten Massen befindet oder sich wie ein Satellit um die
Erde dreht, die Ergebnisse werden dieselben ein.

4Das ist natiflich eine Idealisierung, denn das Schwerefeld der Erde ist innerhalb des erdnahen Satelliten
nicht ganz genau homogen.
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K oor dinatensysteme und Relativitat der Gleichzeitigkeit®

Zur geometrischen Herleitung der Effekte der SRT betrachten wir wieder die zwei Be-
obachterB und B’, von denen jeder in einem Inertialsystem ruht und welche sich re-
lativ zueinander mit der Geschwindigkeitbewegen. Der Beobacht&rmisst Langen

und Zeiten in einem Koordinatensystem (K&)mit der Raumkoordinatez und der

Zeit t. Die Zeitkoordinate multiplizieren wir noch mitund nennen sie = ¢t (damit

wird die Zeit in Metern gemessen!). In dieser Einheit wird die Relativgeschwindigkeit
der Beobachter durgh = v/c ausgeduckt,” dennvt = 37. Man ertalt das schwarze
KSin Abb. 2.

Der von demz-7-Koordinatensystem aufgespannte Raum hB#tmzeit (oder
WElt). Ein Punkt in der Raumzeit heiBteignis (oderWeltpunkt). Ein Punkt im Raum
entspricht einer Linie (ein&tgltlinie) in der Raumzeit, dasselbe giltrféinen bestimm-
ter Zeitpunkt.

T=ct

X =Bt

T=ct

Abbildung 2: Konstruktion der Achsen des Koordinatensystems des Beobagétters
aus der Sicht des Beobachtéts

Der BeobachteB’ richtet sich in seinem Inertialsystem ebenfalls ein Koordinaten-
system, das K3’ ein, seine Koordinaten wollen wir mit’ und ' bezeichnen. Das
KS K’ soll sich bzgl. des KSK so bewegen, dal3 der Ursprung des K3 zur Zeit
7 = 0 mit dem Ursprung des K& zusammerdllt. Unser Ziel ist es, herauszufinden,
wie die Koordinatenachsen des KS des BeobachterB’ im KS K erscheinen.

Die Bewegung des Ursprungs des KS (die Weltlinie des Koordinatenursprungs)
wird im KS K des BeobachterB durch die Liniex = (7 repisentiert. Diese Linie
ist die7’-Achse, auf ihr giltz’ = 0.

Fehlt uns noch die:’-Achse. Der BeobachteB sende im Ursprung seines KS
einen Lichtblitz in positiver-Richtung aus. Die Weltlinie des Lichtblitzes ist durch

SWir nehmen hier an, daR der Raum euklidisch (d.h. nichtuyeknt) ist, und ein orthonormaleautnli-
ches Koordinatensystem sowie eine gletehfig laufende Uhr vorliegen

Bwir betrachten im Moment nur eine Raumdimension

78 bezeichnet eine Geschwindigkeit, gemessen in der Einheit der Lichtgeschwindigkeit
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x = ct = 7 gegeben. Sie entspricht also der Winkelhalbierefidevischen der:-
Achse und der-Achse und ist in der Abbildung durch die rote niitbezeichnete
Weltlinie dargestellt.

Der Lichtblitz breitet sich natflich auch in negative-Richtung bzw. in alle Raum-
richtungen aus. Betrachtet man zwei Raumdimensionen so ist die Raumzeit dreidimen-
sional und die Weltlinie wird zu einem Kegel (siehe Abb. 3). Daher stammt der Begriff
Lichtkegel, der auch in einer zwei- oder vierdimensionalen Raumzeit verwendet wird.
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Abbildung 4: Konstruktion von Gleichzeitigkeit mittels einer Lichtuhr

Die Weltlinie des Lichtimpulses muf3 wegen der Gleichwertigkeit der Inertialsyste-
me auch im Koordinatensystem K&’ die Winkelhalbierende bilden. Daraus bestimmt
man leicht die Lage der’-Achse, @imlich durch Spiegelung def-Achse an der Licht-
linie z = 7 (wir werden weiter unten noch ein weiteres Verfahren zur Konstruktion der
2’-Achse kennenlernen).

Man erkennt hier schon eine wichtige Aussage der SRT, die

8aus diesem Grunde haben wir als Einheit auf der Zeitachse nisbhdernr = ct verwendet
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Relativitat der Gleichzeitigkeit: Gleichzeitigkeit ist relativ. Ereignisse, die
fur einen Beobachter gleichzeitig sindyssén dasuif'einen anderen nicht
sein.

Zwei Ereignisse, dieuf'den BeobachteB gleichzeitig sind, liegen entweder beide auf
derz-Achse oder ihre Verbindungsgerade in der Raumzeit ist paralletAahse. ki

den BeobachteB’ sind zwei Ereignisse dann gleichzeitig, wenn ihre Verbindungsge-
rade parallel zug’-Achse ist.

Die Relativitit der Gleichzeitigkeit in der SRT steht in grassem Gegensatz zur Be-
handlung der Zeit bei NewtonuF Newton war die Zeit absolut, damit auch die Gleich-
zeitigkeit. Zwei Ereignisse sind in der Newtonschen Physik entweder gleichzeitig oder
eben nicht. Und das unabhgig vom Beobachterdt man die obige Argumentations-
kette nochmals Retrospektive passieren, wird klar, wie die Rektilé Gleichzeitig-
keit notwendig eine direkte Konsequenz der Forderung nach Gleichheit der Lichtge-
schwindigkeit in allen Inertialsystemen ist.

Wir geben wie angekidigt noch einen anderen Weg an, um die Lagerdekchse
zu ermitteln. Um das zu tun, ist zacfist der Begriff der Gleichzeitigkeit zu definie-
ren. Dazu verwenden wir eirlgchtuhr (siehe Abb. 4 rechts). Eine solche besteht aus
einem Lichtsendef und zwei von diesem gleich weit entfernten, jedoch in entgegen-
gesetzter Richtung liegenden Detektoremund D’. Man schickt nun einen Lichtblitz
von L in alle Raumrichtungen ab. Dieser trifft (per definitionegtgichzeitig bei dem
DetektorenD und D’ ein. Zwei gegebene Ereignisse, sind in einend I§nau dann
gleichzeitig, wenn sich eine im 1% ruhende Lichtuhr konstruieremaf¥t, sodafld das
Eintreffen der Lichtblitze bei den Detektoren mit den zwei vorgegebenen Ereignissen
zusammerdillt.

Betrachten wir die Situation im Raumzeit-Diagramm (Abb. 4). Der Beobadhter
fuhrt die Lichtuhr mit sich. Dies ist durch die Weltlinien des Lichtsenders und der
Detektoren, bezeichnet durdh D und D’, skizziert. Im WeltpunktA wird dann der
Lichtblitz losgesandt. Die blauen Linien sind die Weltlinien der in die Richtung der
zwei Detektoren laufenden Lichtblitze. In den Weltpunkéemind C'’ trifft der Licht-
blitz bei den Detektoren ein. Diese Ereignisse simtién BeobachteB’ gleichzeitig.

Die Verbindungsgerade ist eine Gerade konstanter Zeit. Diese muf3 jetzt nur noch in
den Ursprung parallelverschoben werden und stellt dann die gesticighse dar.

Zusammenfassung:

e Gegeben ist die’-Achse imz-7-Koordinatensystem. Dann exh'iman diex’-
Achse durch Spiegelung def-Achse an der Lichtliniec = .

e Gleichzeitigkeit ist relativ. Zwei Ereignisse, die in einem IS gleichzeitig sind,
sind das in einem dazu bewegten IS nicht.

Die Ereigniss&” und C” sind also tir den BeobachteB’ gleichzeitig, nicht aber
fur den BeobachteB. Dies ist ein Beispiel derelativitat der Gleichzeitigkeit.

In Abb. 5 ist die Raumzeit durch Lichtkegel in 3 Bereiche aufgeteilt. Im Bezug auf
das Ereignis im Ursprung

e liegen Ereignisse im Bereich | in der Zukunft,
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Abbildung 5: Der LichtkegeL teilt die Raumzeit in Bereiche mit Ereignissen ein, die
moglicherweise gleichzeitig zum Ereignis in Ursprung sind, solche die die Vergangen-
heit und solche, die die Zukunft des Ereignisses im Ursprung bilden

e kdnnen Ereignisse im Bereich Il gleichzeitig stattfinden oder in Zukunft oder
Vergangenheit liegen (abhgig vom Bezugssystem, von dem aus beobachtet
wird) und

¢ liegen Ereignisse im Bereich Il in der Vergangenheit.

DieLorentz-Transformation

In diesem Abschnitt, deuf'das Versahdnis der weiteren Abschnitte nicht relevant ist
(und deshallubersprungen werden kann), bringen wir etwas Mathematik. Dies wird
zum einen mehr Klarheit in die logische Struktur von Raum und Zeit in der SRT brin-
gen und zum anderen die Einfachheit und Symmetrie der Mathematik der SRT aufzei-
gen.

Die Lorentz-Transformation ordnet den Koordinaten eines EreignissesimKoor-
dinatensystem diejenigen desselben Ereignissasim-KS zu (bzw. umgekehrt). Die
Transformation ist lineat,wir konnen also allgemein schreiben

o= agoT + ap1x
/
r = a7 +annc,

wobei die Koeffizientem;; zu bestimmen sind. Die Becksichtigung der zwei Bedin-
gungen

9Dies ist der Fall, weil sie geradlinig gleiahhige Bewegungen auf ebensolche abbilden muR. Zwei
Inertialsysteme bewegen sich geradlinig gletehiig zueinander.
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(A) der Lichtkegelr = +7 muB aufr’ = +7' abgebildet werden (und umgekehrt)
(B) die Weltliniex = 87 muB aufz’ = 0 abgebildet werden (und umgekehrt)
fuhrt ohne Umwege zur Form
T = a(r-pr) Q)
' = a(r—pr) 2

der Transformation (es gilt wie bishgr= v/c).1° Offen ist noch die Bestimmung der
GroReq, die die Streckung der Achsen bei der Transformation darstellt und nus von
abhangen kann.

Obige Darstellung (1), (2) edft'man folgendermaf3en: Wir schreiben aus Bequem-
lichkeitsgrinden die Lorentz-Transformation zastist in Matrixform um, also in

/
() :L(T) mit L= ( ) . ©)
X x aip ai
Aus der Forderung (A) nach “Erhalt des Lichtkegels”

r==+7 & o ==+7 4)

1 b
L“(b 1)

mit einer beliebigen Konstantem und unbekannterh. Die Relativgeschwindigkeit
B8 = v/c der Bezugssystemah tber die Forderung (B)

folgt die Form

r=03r & 2'=0 (5)

Einzug in die Lorentz-Transformation. Daraus folgt déna — /3, also

v =a (L5 7). ©

was schon obige Aussage beweist.

Damit sind wir mit der algebraischen Herleitung gleich weit gelangt wie mit der
geometrischen. Wir gehen hier gleich einen Schritt weiter und bestimmen

Eine Transformation in ein sich in-Richtung mit der Geschwindigkeit bewe-
gendes KS geschieht also mit der Matfix3). Von dort “zurick” geht es naitrlich
mit L(—/). Insgesamt ist dann aber gar nichts geschehen, mit anderen Worten

L(=B)L(B) =1,

Daraus folgt

a(=fa(f) (1-5%) =1.

10pamit wird auch automatisch die Weltlinie= 517 aufr’ = 0 abgebildet.
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Der Vorfaktora(3) gibt die Streckung der Achsen bei der Transformation (3) an.
Aus der obigen Gleichun@Bt sich dieser Faktor nicht bestimmen, da nicht a priori
klar ist, oba(3) = a(—p) gilt. Dal dem so ist, folgt aber aus der Gleichwertigkeit
der Inertialsysteme und der Inversionssymmetrie des Raumes. Ob man in positive oder
negative Raumrichtung transformiert, darf sich nicht in der Skalierung der Achsen nie-
derschlagen. Also gilt(3) = a(—) und damit folgt

1
af) = —.
W=z
Diese GoRea wird in der SRT gewhnlich mit~ bezeichnet. Damit ist die Lorentz-
Transformation hergeleitet, sie lautet

(;ﬁ)—vCﬁ _f’><;> mit v——%ﬁz, =t @

Samtliche kinematischen Effekte der SRT folgen aus (7).

Transformation von L angen

Setzen wir nach diesem Intermezzo unsere geometrische Herleitung fort. Wir wissen
nun, wie die Linien fester Zeit (Gleichzeitigkeit) und festen Ortes desiKSn un-
serem KSK dargestellt werden. Was wir noch nicht wissen, ist, wie die Skalen der
Koordinatenachsen transformieren. Wir betrachten dazu Abb. 6.

Die StreckeOC soll einen 1 Meter langen MafRstab zur Zeit= 0 darstellen.

Die Weltlinie des einen Endes wird durch dieAchse, die des anderen Endes durch
die dazu parallele grie Linie gebildet. Der Beobachtét’ beobachtet den an ihm
vorbeifliegenden Mal3stab. Um dessaanfé zu messen, merkt er sich, wo sich beide
Enden zur Zeit’ = 0 befinden. Es handelt sich um die Ereignigsend den Ursprung.

Er misst fir die Ldnge des vorbeifliegenden Mal3stabes also die Strecke vom Ursprung
bis zum Punkt. Ob das ebenso 1 Meter ispikiien wir erst dann sagen, wenn wir die
Skala auf der:’-Achse kennen.

Der BeobachteB’ besitzt den gleichen MaR3stab (ruhend im Bezug auf ihn). In
seinem Inertialsystem wird dieser durch die Strecke vom Ursprung zum Raumzeit-
PunktB dargestellt. Wo auf dex’-Achse dieser Punkt genau liegt (ob er z.B. mit dem
Punkt A zusammerdllt) wissen wir (noch) nicht, wir nehmen daher eine bestimmte
Lage an. Die Weltlinien der Endpunkte des Maf3stabes bilder @igchse und die
blaue Linie. Misst nun Beobacht& die LaAnge dieses Mal3stabesatler die Strecke
vom Ursprung bis zum Raumzeit-PunRt

Wegen der Gleichwertigkeit der Inertialsysteme mu@adher am Ursprung alB
und D ndher am Ursprung al§’ liegen. Das ist eine interessante Beobachtung: Die

IAnmerkung: Fordert man nicht nur die Erhaltung des Lichtkegels (4), also
x/77/220<:>.7327T2=0,

sondern das viel weitergehende
!’ 2 _ 2 2
r -7 =" —7",
so istae ohne obiges Zusatzargument durch die Gleichwertigkeit der Inertialsysteme gegeben. Andererseits
folgt aus der Lorentz-Transformation die Invarianz wdn— 2.
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Abbildung 6: LAngen von MaRRabien gemessen in Inertialsystemen, in denen sie nicht
ruhen (rechts die Vergf3erung eines Ausschnittes der Figur links)

vom ruhenden Beobachter gemessearde' des ruhenden MaRstabe<iét, die des
bewegten MaRstab&3D. Der ruhende MaRstab ist alsanijer als der bewegte. Vom
BeobachteB’ aus gesehen sieht dabrilich aus: Der dort ruhende Maf3stab hat die
LangeOB, der bewegte die arigeO A. Auch fiir BeobachteB' ist also der ruhende
Malf3stab d&nger als der bewegte! Dies demonstriert das (scheinbare) Paradoxon der
Langenkontraktion. Wir erkennen auch schnell, dal? diarigenkontraktion letztendlich

ein Effekt der Relativit der Gleichzeitigkeit ist.

Langenkontraktion: Wird ein Gegenstand bewegt, ist earkér (als ru-
hend).

Zusammenfassendiit die LaAngenkontraktion also daher, dal? wegen der Rela-
tivitat der Gleichzeitigkeit der ruhende und der geden'dem Gegenstand bewegte
Beobachter die unterschiedlichen Teile des Gegenstandes zu “unterschiedlichen Zeit-
punkten” messen. Diedrigenkontraktion ist ein rein kinematischer Effekt.

Aus den obigen Beobachtungaf®t'sich der Faktar in der Lorentz-Transformation
geometrisch bestimmen. Wir beziehen uns weiterhin auf Abb. 6 und rechnen i KS
Beispielsweise bezeichnen wir die im KS gemesseneatimliche Position des Ereig-
nissesB mit z .

Der Faktora der Lorentz-Transformation ist noch unbekannt. Wir wissen schon,
dal er die Skalierung des Koordinatensystems bei der Transformation bestimmt. In-
sofern wissen wir nicht, welche Skala die gestrichenen Achsen in Abb. 6 haben. Mit
anderen Worten: Wirdrinen nicht die euklidische Geometrie benutzen, um in der Ab-
bildung den Abstand B zu bestimmen. Was aber geometrisch gemacht werden kann,
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ist die Berechnung des Valtiiisses vorOB zu OA, dann kirzt sich rimlich der
unbekannte Skalenfaktor heraus.

In der Abbildung istz - fest gegeben, damit auaty, dennx 4 = x¢. Das Ereig-
nis D haben wir an eine beliebige Stelle auf di&chse gelegt und diese im Nachhin-
ein durch die Forderun@C/OD = OB/OA festgelegt. Diese mu8p liefern. Wir
bervtigen zumchst den Zusammenhang vep undzp.

Die Gerade durct® und B ist durchz = 37 + xp gegeben, diejenige durch
und A durchz = 3~ 7. Der Schnittpunkt ergibt p = (1 — %)z, alsozp = y?zp.

Nun hatten wir die Position der Geraden dubhund B durch die Forderung
xp/xa = xc/xp festgelegt. Daraus folgtc = yzp undzp = vz 4, alsozp =
~vyzc. Damit sind diex-Koordinaten aller Ereignisse als Funktion derer ¥omgege-
ben.

Wegen der Gleichwertigkeit der Inertialsysteme muf3 der imK§emessene Ab-
stand vonO und C gleich dem im KSK' gemessenen zwischéhund B sein, d.h.
2y = zc. Wegenrp = vz folgt also die Forderung z = yz'5. Das bedeutet, dafy
die z’-Achse im Diagramm gegeier derz-Achse um den Faktoy —! gestreckt ist.
Wegen (7) gilt dasselbe aucdhrfr undr’.

Jetzt missen wir dies nur noch mit der Lorentz-Transformation vergleichen. Das
EreignisB hatin K’ die Koordinaterr’; undr; = 0. Aus der Lorentz-Transformation
(von K’ nachK) folgt

rp = a(ry — Brp) = ax’p
insgesamt gilt alsa: = ~.

Damit haben wir die Form der Lorentz-Transformation rein geometrisch ermittelt.

Wir zeigen noch, daR’ und B auf einer Hyperbel liegen. Es istg = va¢ und
5 = fyzc (Wegenz = 5~ 17). Eine Hyperbel hat die Form? = 72 + a2, wobeia
eine beliebige Konstante ist. Aus der Forderung, @a8uf der Hyperbel liegt, folgt
a = z¢. Setzt man nun das Ereignis alsoz 5 undrp in die Hyperbelgleichung ein,
sieht man die Behauptung.

Abbildung 7: Die Hyperbeln? — 22 = const. und die Skalierung der Achsen

Die Hyperbeln schneiden dieAchsen also bei denselbeahgen (vom Ursprung@
aus gemessen). Dies sieht man folgendermaf3en (siehe Abb. 7). Die Hyperbel durch den
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PunktA hat die Forme? = 2% + 72. Diese schneidet die’-Achse im PunktB, wobei
xp =xa4/+v/1— % undrp = Szp. Die Koordinaten des Punktd®im gestrichenen
Koordinatensystem folgen mit der Lorentz-Transformatior 2u= (x5 — f78) =
zaundry = (1 — Bxp) = 0, was die Behauptung beweist.

Was fir die LAngen gilt, ist auchuii'Zeiten richtig. Die Hyperbel kann auch um die
T-Achse gezeichnet werden. Es gilt also folgende

Skalierungsregel: Sowohl die Raum- aus auch die Zeitskala werden also
mittels entsprechender Hyperbeln der Farfn— 72 = const. von det-
Achse auf dier’-Achse bzw. von der-Achse auf die-’-Achselbertragen.

Zeitdilatation

“Die AnschauungenbBer Raum und Zeit, die ich Innen entwickeloaohte,
sind auf experimentell-physikalischem Boden erwachsen. Darin liegt
ihre Strke. lhre Tendenz ist eine radikale. Von Stund an sollen Raum
fur sich und Zeit @it sich \0llig zu Schatten herabsinken und nur noch
eine Art Union der beiden soll Sellastdigkeit bewahren”

So sagte der grof3e Mathematiker H. Minkowski 1908 auf einer Versammlung Deut-
scher Naturforscher und brachte damit zum Ausdruck, was wir schon gesehen haben:
die starkeAhnlichkeit der Rolle, die Raum und Zeit in der SRT spielen.

)X

-

; 'I"_ .
Aot U8 s

Abbildung 8: Ein Beobachter holt seine UBrzu sich heran (gnie Weltlinie). Gelb ist
die Weltlinie von Beobachter und Ukt. Die schwarze mitd bezeichnete Hyperbel
schneidet die Weltlinien der Uhren bei gleicher Zeit.
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Diese Beobachtung legt nahe, dal3 es so etwas wieattigdrikontraktion auchuf”
die Zeit geben muf3. Das ist in der Tat so. Zeigen tut sich das aomstdrni'an einem
Beispiel, das Einstein schon in seiner Originalarbeitedmt:

Ein ruhender Beobachter hat zwei Uhrdrund B. Die Uhr A liegt direkt neben
ihm, die UhrB etwas weiter weg (siehe Abb. 8). Die Uhren sollen synchronisiert'$ein.

Nun holt der Beobachter die entfernte UBirzu sich her und stellt sie direkt neben
die Uhr A. Er wird feststellen, dal3 die Uhr einaifrére Zeit anzeigt als die Ubr. Man
konnte auch drastischer formulieren, daf3 die bewegte Uhr weniger gealtert ist.

Zeitdilatation: Wird ein Gegenstand bewegt, so altert er langsamer als ein
ruhender.

Wie bei der lahgenkontraktion ist der Effekt symmetrisch. Der ruhende Beobach-
ter B und der ihm gegarber geradlinig gleichifimig bewegte Beobachté?’ haben
jeweils eine Uhr. Jeder wird von dem anderen sagen, seine Uhr ginge langsamer.

Bei unserem obigen Beispiel mit der herangeholten Uhr ist das anders. Der Beob-
achter und die UhA befinden sich in einem Inertialsystem, die URijedoch nicht —
sie wird beschleunigt. Dies bricht die Symmetrie der Bezugssysteme und zeichnet die
Uhr A vor der anderen aus.

Wir ermitteln den Effekt geometrisch. Zadfist (bis zum Zeitpunkty) sind beide
Uhren unbewegt. Dann wird die U8 zum Punktz = 0 herangeholt® Um den
Effekt quantitativ zu bestimmen, befigen wir die Zeitskala auf der’-Achse. Wie
das geht wissen wir schon — mit einer zuAchse symmetrischen Hyperbel, die sich
asymptotisch an den Lichtkegel schmiegt. Die Hyperbel, die das Ereignis schneidet, an
dem die UhrB ihre Geschwindigkeiafidert, haben wir eingezeichnet. Sie schneidet
die 7-Achse beir; .

Das bedeutet nun folgendesurdie Uhr B vergeht von dem Zeitpunkt, der
Geschwindigkeitaifiderung bis zum Eintreffen im Ursprung des Raumzeitdiagrammes
die gleiche Zeit wie tif die Uhr A vom Zeitpunktr; bis zum Ursprung. Beiy waren
die Uhren aber noch synchron. Die Zeitspanne zwisefaamdr; wir die Uhr A mehr
anzeigen al$3, wenn die Uhren sich im Ursprung treffen.

Eine kurze Rechnung zeigt, da§ = 71 /+/1 — 52, das ist die Zeit, um die die
Uhr B nachgehenwird. Dabei igtdie Geschwindigkeit, mit der die Ul# herangeholt
wird.

Der relativistische Doppler-Effekt

Den Doppler-Effektit Schall kennt jeder. Steht man an der StraRe und ein A
an einem vorbei, stellt man folgendes festhR"das Auto auf einen zu, erscheint das
erzeugte Geaxtisch bher, als wenn das Auto von einem walgft — und das obwohl
sich die Tonlbhe des Gettischesui den Insassen des Autos niemdert.

12das heiRt narlich nicht, daR der Beobachter von der UBrdie gleiche Zeit abliest als von der UHr.
Vielmehr muR3 die Laufzeit des Lichts von der UBrbis zum Beobachter becksichtigt werden und die
Uhr B somit eine minimal fuhere Zeit anzeigen. Man erinnere sich an den Begriff der Gleichzeitigkeit, den
wir oben mit einer Lichtuhr definiert haben

13Der Knick in der Weltlinie vonB bei 7 ist natitlich idealisiert. In Wirklichkeit muf? die Weltlinie
abgerundet sein, denn sonsine die Beschleunigung vaB im Knick unendlich gro3. Die Abrundung des
Knickesandert an unseren Folgerungen qualitativ nichts
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Fiir Licht gilt genau dasselb¥.Wir wollen uns in diesem Abschnitiberlegen, wie
der quantitative Zusammenhang zwischen der ausgesandter und empfangener Frequenz
aussieht, wenn Sender und Empdjer sich gegeneinander bewegen.

Wir stellen uns dazu einen Sender vor, der sich mit der Geschwindighkeit
uns (Empéinger) wegbewegt. Er emittiert Licht der Frequenzder Empéinger misst
die Frequenz. Die Situation ist in Abb. 9 dargestellt. Der Sender soll im Ereighis
einen Wellenberg und bei Ereignis den darauffolgenden Wellenberg emittieren. Bei
Ereignis A detektieren wir den ersten und bei Ereigaisden zweiten Wellenberg.
Uns interessieren nun zwei Dinge: (a) welche Zéivergeht ir den Sender zwischen
den Punkterd und B und (b) welche Zeit vergeht fir uns zwischen den Punkteh
undC'. Die Frequenzverschiebung ist durch das é#ris gegeben: = (7/7 /).

w e ELs1T

e

Lol J_ j‘ | :-r ——

Abbildung 9: Zum Doppler-Effekt. Ein bewegter Sender emittiert haind B zwei
aufeinanderfolgende Wellenberge. Der Eargjér detektiert diese bdiundC'.

Zur Beantwortung der ersten Frage benutzen wir die durch den Pugkhende
Hyperbel. Wir wissen schon, daf3 die Uhr des Senders in diesem Punkt dieselbe Zeit
anzeigt, wie unsere im Punkt, in dem die Hyperbel##chse schneidet. Der Punkt
ist in der Abbildung mitr bezeichnet. Die durcbfAt, d) gehende Hyperbel hat die
Darstellung

t?— 2% = (A1) —d® = (1 - B*)(At)? = (v 'At) .
Die Zeitspanne’ ist wegenr = 0 dann genau durch

=~ AL

14zZumindest was die Frequeamzderung betrifft. Man behalte jedoch den grutdiichen Unterschied im
Hinterkopf: Der Schall bewegt sich mit Schallgeschwindigkeit relativ zur ruhenden Luft (es gibt also ein aus-
gezeichnetes Bezugssystem), wohingegen sich das Licht mit Lichtgeschwindigkeit in jedem Inertialsystem
bewegt.
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gegeben (dain der Abbildung keine Skala definiertist, beziehen wir uns aufaliest).
Die Formel drickt nichts anderes als die Zeitdilatation aus.
Die zweite Frage nach ist einfacher beantwortet. Aus der Abbildung liest man
direkt
T=(14+p0)At

ab. Durch Division eralt man dierelativistische Dopplerbeziehung

V:\/T—WVO’ 5:’U/C.
In dieser Formel gilt das Pluszeichen, falls sich Sender und &mgefvoneinander
wegbewegen und das Minuszeichen, falls sie sich aufeinander zubewegen.

K osmologische Rotver schiebung. Eine wichtige Anwendung des Doppler-Effekts
ist die Messung der Geschwindigkeit von Sternen relativ zur Erde. Da Sterne aber kein
monochromatisches Licht, sondern Strahlung in einem breiten Frequenzbereich emit-
tieren, braucht man “Markierungen” Spektrum des Sternenlichtes. Genau das stellen
aber die Fraunhofer-Linien dar. Der deutsche Optiker und Physiker Joseph von Fraun-
hofer entdeckte diese schwarzen Linien als sich 1813 das Spektrum des Sonnenlichtes
betrachtete. Der Grund dieser Linien liegt darin, dafd weisses Licht von der Sonne auf
seinem Weg zur Erde durch verschiedene Gase durchtritt. Atome und loleldie-
sen Gasen streuen bestimmte Lichtfrequenzen aus dem Licht in andere Richtungen.
Auf der Erde kommt so gestreutes Licht nicht mehr an.

Licht von fernen Sternen ist nun in der Frequenz verschoben. Die aigéahén
Fraunhofer-Linien sind im Sternenlicht aber ebenfalls enthalten, nur zu anderen Fre-
quenzen verschoben. Der Grund fliese Verschiebung ist der Doppler-Effekt. Aus der
Verschiebung der Fraunhofer-Linien im Sternspektrum folgt also die Relativgeschwin-
digkeit des Sternes bzgl. der Erde.

Fur weit entfernte Galaxien sind die Linien im Lichtspektrum in der Frequenz nach
unten verschoben. Man spricht v&atverschiebung (im Vergleich zu Blauverschie-
bung, da rotes Licht eine kleinere Frequenz als blaues hat) des Lichts. Hubble hat 1923
diese Feststellung mit der Entfernung der Galaxien kombiniert und auf diese Weise die
Expansion des Universums entdeckt.

Photonen und ihre Energie. Bei der Diskussion des Doppler-Effekts haben wir
von monochromatischem Licht der Frequengesprochen und damit der Wellentheo-
rie des Lichts Tribut gezollt. Einstein hat in einem epochemachenden und ebenso wie
die SRT im Jahre 1905 erschienenen Artikel die Existenz von Lichtquanten postuliert.
Diese sind safer unter dem Namdphotonen in das Repertoire der Physik aufgenom-
men worden. Die dahinterliegende Vorstellung ist die, daf3 Licht nicht nur als Welle,
sondern auch als Teilchen, eben den Photonen, aufgefasst werden kann. Dabei handelt
es sich um einen Spezialfall des in der Quantentheorig\dl®e-Teilchen-Dualismus
bezeichneten Konzeptes. Wichtig ist an dieser Stelle, dal’ ein Photon eine bestimmte
Frequenz besitzt. In der Physik benutzt man statt der Frequenzoftel die Kreis-
frequenzw, die verwirrenderweise oft ebenfalls als Frequenz bezeichnet wird, jedoch
schlicht und einfach dar-fache der Frequenzbezeichnet. Es gilt also = 27v. Ein
Photon ist (u.a.) durch seine Frequengekennzeichnet. Es besitzt dann die Energie
FE = hw wobeih die Plancksche Konstante bezeichnet.
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Die Aquivalenz von Masse und Energie

Die wohl popuéirste Formel der Physik ist Einsteifis= mc?2. Um diese dreht sich
der folgende Abschnitt.

Zum Einstieg in das Thema folgen wir dem Weg Einsteins in der Originattfest-
lichung und betrachten folgendes Experiment. Ein Atom befindet sich in einem ange-
regten ZustandZ; und soll beimUbergang in den Grundzustadfi zwei Photonen
gleicher Frequenz in genau entgegengesetzte Richtung emittieren. Das Atom bleibt
beim Ubergang im Ruhesystem also in Ruhe. Es gibt keinen effektivek$6R der
Photonen.

Wir diskutieren den Emissionsvorgang nun einmal im Ruhesystem des Atoms und
einmal in einem BezugssysteB, in dem sich das Atom mit der Geschwindigkeit
bewegt und werden feststellen, dal? bei der Beschreibung im BezugsdystienPho-
tonen dem Atom mehr Energie entziehen als bei der Beschreibung im Ruhesystem des
Atoms. Da aber in beiderdfiéen die Energieerhaltung gilt, verliert das Atom gemessen
im BezugssystenB beim Ubergang mehr Energie als gemessen im Ruhesystem. Die
Deutung fihrt den Unterschied auf einknderung der kinetischen Energie des Atoms
zunick. Da das Atom seine Geschwindigkeit bei der Emission raclaiert, muf? die
Ursache weget,;,, = mv?/2 in derAnderung der Masse des Atoms liegen.

Wir betrachten zuachst den Vorgang im Ruhesystem des Atoms. Die Energie des
Atoms im ZustandZ; wird durch E; bezeichnet. Die Frequenz der Photonen.igt
Insgesamt lautet die Energiebilanz also

E1 —Eo = 250)0 .

Nun beziehen wir uns auf das Bezugssysterie Energie des sich mit der Geschwin-
digkeitv Atoms im ZustandZ; wird durch E;(v) bezeichnet. Wegen des Doppleref-
fekts werden die Frequenzen der Photonen unterschiedlich, die Energiebilanz lautet

1406 wo + 1 1-0
Vi—® T AR
Da fir 6 # 0 der Faktory groRRer als 1 wird, ist die Energie, die die Photonen dem
Atom entziehen gif3er als bei der Beschreibung des Experimentes im Ruhesystem.

Fasst man die Energiaderung des Atoms als Summe aus Aaderung der “in-
ternen” Energie?; — E, und derAnderung der kinetischen Energie auf, folgt, daf sich
die kinetische Energie um den Betrag

wo = 27vhwy .

E1 (1}) — Eo(?]) =h

(El(U) — EQ(U)) — (E1 — Eo) = 2(’}/ — l)hwo

andert (gemessen im BezugssystBin

Die weitere Argumentation szt sich nun auf die Formel;,, = (1/2)mv? aus
der klassischen (nichtrelativistischen) Mechanik, die zumindestdii Fall, da® sehr
klein gegember der Lichtgeschwindigkeitist, gilt. Dabei bezeichmalie (trdge) Mas-
se. Unter Verwendung von ~ 1 — (1/2)42 und der Feststellung, da dinderung
kinetische Energie nur durchnderung der Masse des Atoms verursacht werden kann,
folgt

1 1
552 - 2hwo = §Amv2 ,
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oder, wenn man mit F die Energi@hderung des Atoms beifdbergang bezeichnet,
AE = Am - .

In der Beschreibung im Bezugssystdsrhat sich mit der Energaiderung also auch
die Masse des Atoms \vamdert. (Tege) Masse und Energie sind also zwei Naman f~
ein und dieselbe physikalische 6R€.

Man sollte also nicht von der “Umwandlung von Masse in Energie” reden. Bei der
Spaltung eines Urankernes in einen Barium- und einen Kryptonkern stellt man fest, daf
die Masse des Urankerneso@er als die Summe der Massen der entstandenen Kerne
ist. Die Differenz ist in der Form anderer Elementarteilchen “entwichen”, oder, nach
der obigen Redeweise, “in Energie umgewandelt” worden.
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Anhange
A. Michelson, Morley und der Ather

Zu Maxwellst® Zeiten ist man davon ausgegangen, daf sich eine Welle nur in einem
Medium ausbreiten kann. Das ist z.B. so beim Schall. Dieser breitet sich nur in kom-
pressiblen Medien au$.Die Geschwindigkeit des Schalls ist relativ zum ruhenden
Medium zu messen und bei einem isotropen Medium (wie das z.B. die &léraihngs-
weise ist) von der Ausbreitungsrichtung unabig ist. Einer Schallwelle kann man
folgen, und sie sogasberholen. Genau das tut ein Flugzeug, das die “Schallmauer”
durchbricht. Bewegt sich ein Beobachter mit halber Schallgeschwindigkeit durch die
Luft und sendet eine Schallwelle aus, so misst er die Geschwindigkeit der Schallwelle
(in seine Bewegungsrichtung) zur halben Schallgeschwindigkeit.

Das mutmaRliche Medium bei den elektromagnetischen Wellen nannté\than
Der Ather muRte seltsame Eigenschaften habeorpi (wie z.B. die Erde)ddinen
sich ohne Widerstand durch détther bewegen. In Analogie zum Schall breiten sich
elektromagnetische Wellen mit Lichtgeschwindigkelativ zum Ather aus — so glaub-
te man zu Maxwells Zeiten.

Nimmt man nun an, daR détther existiert, so sollte sich die Erde durch dé&ter
bewegen. Tut sie das zu einem bestimmten Zeitpunkt nicht, dann sicher ein halbes Jahr
spdter, wenn der Geschwindigkeitsvektor relativ zur Sonne in die Gegenrichtung zeigt.
Wir wollen nicht rickfallig in Aristoteles’ Zeiten werden, dekther soll nicht mit der
Erde bewegt werden.

Bewegt sich die Erde durch dékiher, sollte die Ausbreitungsgeschwindigkeit von
Licht in verschiedenen Richtungen auf der Erde unterschiedlich sein (genauso wie
beim Beobachter, der sich relativ zur Luft bewegt). Genau das haben Michelson und
Morley in einem sehr genauen Experimabgerprift und festgestelligal dem nicht so
ist. Im Gegenteil haben sie gefunden, dal? die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Licht
relativ zur Erdoberéiche sehr genau unabigig von der Bewegungsrichtung und der
Lage der Erde relativ zur Sonne ist.

15James C. Maxwell hat die klassische Elektrodynamik entwickelt, die die elektromagnetischen Erschei-
nungen durch die Maxwellschen Gleichungen beschreibt. Er hat auBerdem erkannt, daf3 Licht nicht anderes
als ein spezieller Typ der von seinen Gleichungen theoretisch vorhergesagten (und von Hertz experimentell
entdeckten) elektromagnetischen Wellen ist

18|n der Tat handelt es sich beim Schall um eine Dichte- bzw. Druckschwankung im kompressiblen Me-
dium
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